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Îáîçíà÷èìm � êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò âðàùåíèÿ èw � óãëîâóþ ñêîðîñòü âèíòà. Òàê êàê äâèæåíèå
(ïî ïåðâîíà÷àëüíîìó óñëîâèþ) ñâîáîäíî, òî êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò m ôèêñèðîâàí â �àáñîëþò-
íîì íåïîäâèæíîì� ïðîñòðàíñòâå, à óãëîâàÿ ñêîðîñòü w îêàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé
âðåìåíè t (ïåðèîä êîòîðîé, îäíàêî, íå îáÿçàí áûòü êîíå÷íûì).

Ïðåëþäèÿ

Çàôèêñèðóåì â �ïðàâîì� âèíòå ïîäâèæíóþ â �àáñîëþòíîì� ïðîñòðàíñòâå, �ïðàâóþ� îðòîíîð-
ìèðîâàííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, (óïîðÿäî÷åííûé) ïðàâûé ðåïåð {i, j,k} êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ
(íàïðàâëåííûìè) ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè, óïîðÿäî÷åííûìè ïî âîçðàñòàíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìîìåíòîâ èíåðöèè A < B < C. Îáîçíà÷èì (ïî ïîðÿäêó) p, q, r � êîîðäèíàòû ïñåâäîâåêòîðà óã-
ëîâîé ñêîðîñòè w â ñåé ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è, ñîîòâåòñòâåííî, çàïèøåì êîîðäèíàòû
ïñåâäîâåêòîðà m (â òîé æå ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è â òîì æå ïîðÿäêå): Ap,Bq, Cr.

Êîîðäèíàòû íåïîäâèæíîãî, â �àáñîëþòíîì� ïðîñòðàíñòâå, ïñåâäîâåêòîðà m íå îñòàþòñÿ ïîñòî-
ÿííûìè â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (â ïîäâèæíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå:
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ãäå (×) îáîçíà÷àåò (ïðàâîå) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå.1 Â êëàññè÷åñêèõ èñòî÷íèêàõ ïî ìåõàíè-
êå ôóíêöèè p, q è r âûðàæàþòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæèòåëåé) ïîñðåäñòâîì
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ßêîáè, êîòîðûå îáîçíà÷àþòñÿ (ïî ïîðÿäêó) cn, sn è
dn. Ìíîæèòåëè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ßêîáè, íàðÿäó ñ ïåðèîäîì óãëîâîé ñêîðîñòè w, çàâèñÿò
êàê îò çàäàííûõ çíà÷åíèé ìîìåíòîâ èíåðöèè A, B è C, òàê è îò çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõ �ñêà-
ëÿðíûõ� ïðîèçâåäåíèé h := m · w è m2 := m ·m. Íå ñëåäóåò çàáûâàòü î òîì, ÷òî (ïðàâûé)
ðåïåð {i, j,k} íå áûë âûáðàí îäíîçíà÷íî, à ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ ÷åòûð¼õ-ýëåìåíòíîé
ãðóïïû Êëåéíà V4, íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ïîëóîáîðîòó (èçáðàííîé) ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò (â òåëå) âîêðóã îäíîé èç òð¼õ å¼ îñåé, êîëèíåàðíûõ ãëàâíûì îñÿì èíåðöèè.

1Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íàøåì óïîðÿäî÷åííîì ïðàâîì áàçèñå óêàçàííîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äåòåðìèíèðîâàíî
�öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé òîæäåñòâà� i× j = k.
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Çíàêè (òð¼õ) ôóíêöèé p, q è r ìîãóò áûòü, ñîîòâåòñòâåííî, ïîäâåðãíóòû äåéñòâèþ òàêîãî íåòðè-
âèàëüíîãî ýëåìåíòà ãðóïïû V4,2 êîòîðûé ñìåíèò äâà çíàêà (èç òð¼õ) íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, åñëè îòîæäåñòâèòü ðåøåíèÿ w(·), àðãóìåíòû êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ ñäâèãîì íà
(ïðîèçâîëüíûé) ïðîìåæóòîê âðåìåíè, òî âûáðàâ åãî çíà÷åíèå T , ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëóïåðèîäó
ôóíêöèè w, ïîëó÷èì

p(t+ T ) = −p(t), q(t+ T ) = −q(t), r(t+ T ) = r(t). (2)

Îòìåòèì, ÷òî (ïîñëåäíÿÿ) ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ dn çíàêîïîñòîÿííàÿ.3 Ïåðìàíåíòíîå âðàùå-
íèå îòíîñèòåëüíî îñè, ñ ýêñòðåìàëüíûì ìîìåíòîì èíåðöèè, ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïðåäåëüíûì ñëó-
÷àåì, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ dn �ïðåâðàùàåòñÿ� â ïîñòîÿííóþ. Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî �çàäàííîìó�
êèíåòè÷åñêîìó ìîìåíòó m, ïðè çàäàííîì óðîâíå ýíåðãèè � h/2, ñîîòâåòñòâóþò (âñåãî) äâå, à íå
÷åòûðå (â ñèëó ïîïàðíîãî îòîæäåñòâëåíèÿ (2) ðåøåíèé w(·), àðãóìåíòû êîòîðûõ �ñäâèíóòû� íà
ïîëóïåðèîä T , îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà), íåïåðåñåêàþùèåñÿ (â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà m2 6= Bh)
òðàåêòîðèè ïåðåìåùåíèÿ �êîíöà� âåêòîðà w â òåëå. Ñîîòâåòñòâóþùèå äâå çàìêíóòûå êðèâûå (íà
ýëëèïñîèäå èíåðöèè) íàçûâàþòñÿ ïîëîäèÿìè.

Çäåñü áóäåò óìåñòíî ïðèëîæèòü ðèñ. 51 (èç ñòð. 151)
òîìà �Ìåõàíèêà� êóðñà òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè Ëàíäàó
Ë.Ä. è Ëèôøèöà Å.Ì. Ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ñôåð ñ ýë-
ëèïñîèäîì Ìàê-Êóëàãà,4 óêàçàííûå íà ðèñóíêå, ñîîò-
âåòñòâóþò òàê íàçûâàåìûì êèíåòè÷åñêèì ïîëîäèÿì.5

Óêàçàííûå íà ñòð. 152 �ýëëèïñû� ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñî-
èäà Ìàê-Êóëàãà ñî ñôåðîé, ðàäèóñ êîòîðîé ñîâïàäàåò
ñ åãî ñðåäíåé ãëàâíîé îñüþ, îêàçûâàþòñÿ îêðóæíîñòÿ-
ìè. Óæå çäåñü ñëåäóåò îáðàòèòü ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå
íà ÍÅ óêàçàííûå íà ðèñóíêå îðèåíòàöèè êèíåòè÷åñêèõ
ïîëîäèé. Ïîëóîêðóæíîñòè-ñåïàðàòðèñû �ñêëåèâàþò� äâà
êëàññà êèíåòè÷åñêèõ ïîëîäèé, îðèåíòèðîâàííûõ ïðîòè-
âîïîëîæíî äðóã äðóãó. Íà íàøåì ñëåäóþùåì ðèñóíêå
(ïåðåñå÷åíèÿ åäèíè÷íîé ñôåðû ñ ýëëèïñîèäàìè Ìàê-
Êóëàãà, ïðè ìîìåíòàõ èíåðöèè, ïðîïîðöèîíàëüíûõ 2, 7,
8) ïðåäñòàâèòåëü îäíîãî êëàññà êèíåòè÷åñêèõ ïîëîäèé
èçîáðàæ¼í ñèíèì öâåòîì (m2 < Bh), à äðóãîãî � êðàñ-
íûì (m2 > Bh). ×åòûðå ïîëóîêðóæíîñòè-ñåïàðàòðèñû
èçîáðàæåíû çåë¼íûì öâåòîì (m2 = Bh), à íàïðàâëå-
íèÿ �òðàåêòîðèé� êîíöà âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà
m âäîëü íèõ (è ñîîòâåòñòâóþùèõ, ïðèëåãàþùèõ ê íèì
êèíåòè÷åñêèõ ïîëîäèé) óêàçàíû (çåë¼íûìè) ñòðåëêàìè.
Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî �äâèæåíèå ïî ñåïàðàòðèñå, íà÷àòîå ñ
êîíöà âåêòîðà j, ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî ïî îäíîé èç
äâóõ ïîëóîêðóæíîñòåé, ëåæàùèõ â åäèíîé ïëîñêîñòè�.

2Ãðóïïó V4 ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ñîáñòâåííóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû âðàùåíèé òåòðàýäðà A4:
V4 / A4.

3Ñòðîãî ãîâîðÿ, óæå çäåñü ñëåäóåò ïîäðàçóìåâàòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, à èìåííî íåðàâåíñòâî m2 > Bh.
Àëüòåðíàòèâíîå óñëîâèåm2 < Bh îçíà÷àëî áû �òðàíñïîçèöèþ ôóíêöèé� cn è dn, äàáû ïîñëåäíÿÿ ñîîòâåòñòâîâàëà
ïðîåêöèè w íà îñü i ñ ìèíèìàëüíûì ìîìåíòîì èíåðöèè A. Ïîÿñíåíèÿ ïîäîáíûõ óñëîâèé ïîñëåäóþò â äåòàëÿõ!

4Äëèíû ãëàâíûõ îñåé ýëëèïñîèäà Ìàê-Êóëàãà (ïðÿìî) ïðîïîðöèîíàëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì êâàäðàòíûì êîð-
íÿì ãëàâíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè. Ýëëèïñîèä Ìàê-Êóëàãà íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ ýëëèïñîèäîì èíåðöèè (Ïóàíñî),
äëèíû îñåé êîòîðîãî ÎÁÐÀÒÍÎ ïðîïîðöèîíàëüíû óêàçàííûì âåëè÷èíàì.

5Ìû æå, â äàëüíåéøåì, áóäåì ðàññìàòðèâàòü êèíåòè÷åñêèå ïîëîäèè íà (åäèíè÷íîé) ñôåðå (à íå íà ýëëèïñîèäå
Ìàê-Êóëàãà.
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Âñêîðå ìû óáåäèìñÿ, ÷òî óêàçàííûå ÷åòûðå ñòðåëêè ñîîòâåòñòâóþò ÷åòûð¼ì �êëàññè÷åñêèì� ðå-
øåíèÿì. Îòìåòèì, ãëÿäÿ íà èçîáðàæ¼ííóþ ñôåðó �ñ âíåøíåé ñòîðîíû�, ÷òî ïðåäñòàâèòåëè �ñè-
íèõ� êèíåòè÷åñêèõ ïîëîäèé �äâèæóòñÿ ïî õîäó ÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã îñè� i, ñîîòâåòñòâóþùåé
ìèíèìàëüíîìó ìîìåíòó èíåðöèè A, à ïðåäñòàâèòåëè �êðàñíûõ� êèíåòè÷åñêèõ ïîëîäèé �äâèæóòñÿ
ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã îñè� k, ñîîòâåòñòâóþùåé ìàêñèìàëüíîìó ìîìåíòó èíåðöèè
C.

Ôóíêöèîíàëüíîå òîæäåñòâî (2) ìîæåò áûòü ãåîìåòðè÷å-
ñêè (òðîÿêî) èíòåðïðåòèðîâàíî êàê

• ïåðåõîä (çà âðåìÿ T ) èç èçáðàííîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò (â òåëå) ñ ðåïåðîì {i, j,k} â ñèñòåìó êîîðäèíàò
ñ ðåïåðîì {−i,−j,k},6

• ïîëóîáîðîò òåëà îòíîñèòåëüíî òîé åãî ãëàâíîé îñè, c
ýêñòðåìàëüíûì çíà÷åíèåì ìîìåíòà èíåðöèè, íà êî-
òîðóþ óãëîâàÿ ñêîðîñòü w ïðîåöèðóåòñÿ ñ ïîñòîÿí-
íûì çíàêîì.7

• ïîëóîáîðîò êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà m â òåëå îòíî-
ñèòåëüíî òîé æå ãëàâíîé îñè,8 íà êîòîðóþ óãëîâàÿ
ñêîðîñòü w ïðîåöèðóåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì çíàêîì.

Ïîëóîáîðîò òåëà (èëè åãî ñèñòåìû êîîðäèíàò {i, j,k}) îòíîñèòåëüíî åãî ñðåäíåé ãëàâíîé îñè j
ïîçâîëèò òðàíñïîíèðîâàòü �ëþáûå äâå îäíîöâåòíûå äèàìåòðàëüíî-ïðîòèâîïîëîæíûå� êèíåòè÷å-
ñêèå ïîëîäèè (ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè).9 Â ÷àñòíîñòè, òàêîé ïîëóîáîðîò òðàíñïîíèðóåò äâå
ïîëóîêðóæíîñòè-ñåïàðàòðèñû, ëåæàùèå â åäèíîé ïëîñêîñòè, à ïîëóîáîðîò îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé
îñè, ñîîòâåòñòâóþùåé (ëþáîìó) ýêñòðåìàëüíîìó ìîìåíòó èíåðöèè, òðàíñïîíèðóåò îäíó îêðóæ-
íîñòü (â îäíîé ïëîñêîñòè) ñ äðóãîé.

Ïîñëå ïîëíîãî îáîðîòà (çà ïåðèîä 2T ), è êàêîâà áû íè áûëà íàøà èíòåðïðåòàöèÿ,10 êèíåòè÷å-
ñêèé ìîìåíò m âîçâðàùàåòñÿ â ñâî¼ èñõîäíîå ïîëîæåíèå â ÒÅËÅ.11 Ýòî, ðàçóìååòñÿ, íèêîèì
îáðàçîì íå îçíà÷àåò, ÷òî çà ïåðèîä 2T òåëî âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå â �àáñîëþòíîì�
ïðîñòðàíñòâå, ïîñêîëüêó âîçâðàùàåòñÿ îíî ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî îáîðîòà îòíîñèòåëüíî (ôèê-
ñèðîâàííîãî) êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà m íà óãîë 4ψ. Î òî÷íîé è âûñîêîýôôåêòèâíîé ôîðìóëå
âû÷èñëåíèÿ ïîëíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà òðåòüåãî ðîäà, ñîîòâåòñòâóþùåãî óãëó ψ, áûëî
(âïåðâûå!) ðàññêàçàíî íà äåâÿòîé êîíôåðåíöèè ïî ïîëèíîìèàëüíîé êîìïüþòåðíîé àëãåáðå â Ïå-
òåðáóðãå 20 àïðåëÿ 2016 ã.12 (http://pca.pdmi.ras.ru/2016/abstracts_files/PCA2016SA.pdf,
https://elibrary.ru/item.asp?id=26437493).

6Ìû ñíîâà ïîäðàçóìåâàåì óñëîâèå m2 > Bh. Èíà÷å, ïðè óñëîâèè m2 < Bh, ïåðåøëè áû â ñèñòåìó êîîðäèíàò
{i,−j,−k}.

7Â ñëó÷àå �êðàñíûõ� êèíåòè÷åñêèõ ïîëîäèé ýòà îñü êîëèíåàðíà èçîáðàæ¼ííîìó âåêòîðó k, à â ñëó÷àå �ñèíèõ�
êèíåòè÷åñêèõ ïîëîäèé � èçîáðàæ¼ííîìó âåêòîðó i.

8Ìû íèêîèì îáðàçîì íå íàìåêàåì íà ïåðåìåùåíèå êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà m â �àáñîëþòíîì� ïðîñòðàíñòâå.
9Íå ñëåäóåò îäíàêî óïóñêàòü èç âíèìàíèÿ, ÷òî îðèåíòàöèè äâóõ �äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ äðóã äðóãó�

êèíåòè÷åñêèõ ïîëîäèé ÍÅ ñîõðàíÿþòñÿ ïðè �öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè�, áóäó÷è �ðàçíîâèäíîñòüþ íåñîáñòâåííîãî
âðàùåíèÿ�.

10Ðàçóìååòñÿ, ÷òî íàì ñëåäóåò âûáðàòü (ëèøü) îäíó èç òð¼x âûøåóêàçàííûõ èíòåðïðåòàöèé.
11Ìû ñòîëü æå ãàðàíòèðîâàííî (íåçàâèñèìî îò èíòåðïðåòàöèè) âîçâðàùàåìñÿ ê èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ

ðåïåðîì {i, j,k}.
12Ïîÿâëåíèþ ýòîé ôîðìóëû ñïîñîáñòâîâàëî âû÷èñëåíèå, îñíîâàííîå íà (ãëóáîêî êîíñòðóêòèâíîì) ó÷åíèè Ãà-

ëóà, ñêîðîñòè ïðåöåññèè êàê ñèììåòðè÷åñêîé(!) ôóíêöèè òð¼õ ìîìåíòîâ èíåðöèè.
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Â äåéñòâèòåëüíîñòè, (òðè) ôóíêöèè p, q, r ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé (åäè-
íîé) àëüòåðíàòèâíîé ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè,13 êàê äåòàëüíî èçëîæåíî â ñòàòüå �Torque free
motion of a rigid body: from Feynman wobbling plate to Dzhanibekov �ipping wingnut� (2017).

Êàíîí

Òåïåðü ðàññìîòðèì âðàùåíèå �ëåâîãî� âèíòà, ïîëó÷åííîãî îòðàæåíèåì èñõîäíîãî ïðàâîãî âèíòà
â íåïîäâèæíîì, â �àáñîëþòíîì� ïðîñòðàíñòâå, ïëîñêîì çåðêàëå. Îáîçíà÷èìM (ëèíåéíûé) îïå-
ðàòîð (çåðêàëüíîãî) îòðàæåíèÿ (íåïîäâèæíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî óïîðÿäî÷åííîãî ïðàâîãî)
áàçèñà {x0,y0,z0} â �àáñîëþòíîì� ïðîñòðàíñòâå â èíîé ñîîòâåòñòâóþùèé (íåïîäâèæíûé îðòî-
íîðìèðîâàííûé óïîðÿäî÷åííûé ëåâûé) áàçèñ {x1,y1, z1}. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàòîðóM ìàò-
ðèöà ïåðåõîäà R (ìåæäó äâóìÿ óêàçàííûìè áàçèñàìè) îðòîãîíàëüíà, ñèììåòðè÷íà è (ñëåäî-
âàòåëüíî) èíâîëþòèâíà (òî áèøü îïåðàòîð M2 òîæäåñòâåííûé).14 Åñëè îáîçíà÷èòü Q = Q(t)
ìàòðèöó ïåðåõîäà èç èñõîäíîãî íåïîäâèæíîãî áàçèñà {x0,y0,z0} ê ïîäâèæíîìó ïðàâîìó áàçè-
ñó {i0,j0,k0} â ïðàâîì âèíòå, òî ñîïðÿæ¼ííàÿ �ïîäâèæíàÿ� ìàòðèöà QRQ−1 ÿâëÿåòñÿ ìàòðè-
öåé ïåðåõîäà (ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàòîðó îòðàæåíèÿ M) ìåæäó ïîäâèæíûì ïðàâûì áàçèñîì
{i0,j0,k0} ïðàâîãî âèíòà è ïîäâèæíûì ëåâûì áàçèñîì {i1,j1,k1} ëåâîãî âèíòà. Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü,
÷òî ïðè îòðàæåíèè ïñåâäîâåêòîðà �ìåíÿþò ñâîè íàïðàâëåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå�, íî ìû áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî �ïðàâûå� ïñåâäîâåêòîðà m0 è w0 îòðàæàþòñÿ â �ëåâûå� ïñåâäîâåêòîðà m1 è
w1 ñ ñîõðàíåíèåì (çíàêà) ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò â �íîâîì� ëåâîì áàçèñå.15 Çàìåòíûì ïðå-
èìóùåñòâîì òàêîé (íåðàñïðîñòðàí¼ííîé) òî÷êè çðåíèÿ ñòàíåò òî, ÷òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå
ïðàâûõ ïñåâäîâåêòîðîâ m0×w0 îñòàíåòñÿ ïðàâûì ïñåâäîâåêòîðîì è îòðàçèòñÿ â ëåâûé ïñåâäî-
âåêòîð m1×w1 (ñ ñîõðàíåíèåì èñõîäíîãî çíàêà). Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàöèÿ
�ïðàâîãî� (ïñåâäî)âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îòðàçèëàñü â ñîîòâåòñòâóþùóþ îïåðàöèþ �ëåâîãî�
(ïñåâäî)âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ �ïîä-
ëèííûõ� âåêòîðîâ ïðàâîãî áàçèñà {i0, j0,k0} íåïðåìåííî îòðàçèòñÿ â âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå
äâóõ ñîîòâåòñòâóþùèõ (òàêæå óïîðÿäî÷åííûõ) �ïîäëèííûõ� âåêòîðîâ ëåâîãî áàçèñà {i1,j1,k1}.
Íàì íå ïîíàäîáèòñÿ (è íå ñëåäóåò) ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ �ïîäëèííûõ� âåê-
òîðîâ íå ÿâëÿåòñÿ �ïîäëèííûì� âåêòîðîì.16 È òåïåðü ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà
(1), èñõîäíî ðàññìîòðåííûå â ïðàâîì áàçèñå, êàêîâûì ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé áàçèñ {i0, j0,k0},
�îòðàæàþòñÿ� â ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ, ñ òåìè æå êîîðäèíàòàìè, â óïîðÿäî÷åííîì ëåâîì
áàçèñå {i1, j1,k1}, â êîòîðîì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñòàíîâèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî �ëåâûì�.17

13Òàêóþ ïåðåñòàíîâêó ìîæíî ñ÷èòàòü ýëåìåíòîì ãðóïïû âðàùåíèÿ òðåóãîëüíèêà A3
∼= A4/V4.

14Ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, ÷òî ìàòðèöà R, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé −1, ÍÅ ïðèíàäëåæèò ñïåöèàëüíîé îðòîãîíàëü-
íîé ãðóïïå SO3(R).

15Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîîðäèíàòû îòðàæ¼ííîãî ëåâîãî ïñåâäîâåêòîðà (â îòðàæ¼ííîì ëåâîì áàçèñå) ñîâïàäàþò
(â òî÷íîñòè è âïëîòü äî çíàêà) ñ êîîðäèíàòàìè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðàâîãî ïñåâäîâåêòîðà (â èñõîäíîì ïðàâîì
áàçèñå).

16Âîïðåêè ñòàíäàðòíîìó ïîäõîäó, êîòîðîìó ìû íå ñëåäóåì, è ñîãëàñíî êîòîðîìó âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ
âåêòîðîâ (îäíîãî òèïà) �îêàçûâàåòñÿ� ïñåâäîâåêòîðîì. Òàêîå (ðàñïðîñòðàí¼ííîå) çàêëþ÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâè-
åì (ïîðîé íåîñîçíàííîãî) óïðÿìîãî �íå òåíçîðíîãî� îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êàê íåïðåìåííîãî
ïðàâîãî, êîòîðîå òàêîâûì (ïðàâûì) îñòà¼òñÿ è ïðè îòðàæåíèè (íåâçèðàÿ íà òî, ÷òî ïðàâûé ðåïåð íåèçáåæíî
îòðàæàåòñÿ â ëåâûé).

17Èäåÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïðàâîãî áàçèñà ñ �ïðàâûì� âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì, à ëåâîãî áàçèñà � ñ �ëåâûì�, ïîçâî-
ëÿåò ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â êà÷åñòâå �òåíçîðíûõ�, êàê áûëî ïðåäëîæåíî Ìèõàèëîì Ä. Ñóðíà÷¼âûì
(ÈÏÌ èì. Êåëäûøà) òîò÷àñ æå ïîñëå ñåìèíàðà 16 ìàÿ 2018 ã. Ïðè òàêîì (àáñòðàêòíîì è ìåòîäîëîãè÷åñêè âåðíîì)
ïîäõîäå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà óäîâëåòâîðÿþò (åñòåñòâåííûì îáðàçîì) êàê çåðêàëüíîé ñèììåòðèè, òàê è îáðàòèìîñòè
âî âðåìåíè. Ñòàíäàðòíûé �ïðàâûé� ïîäõîä ïðèâîäèë ê ïóòàíèöå ñî çíàêîì âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (äâóõ ïñåâ-
äîâåêòîðîâ)m×w. Ñ îäíîé ñòîðîíû, íåçàâèñèìî îò âûáîðà áàçèñà, êîîðäèíàòû òàêîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
áóäó÷è ïñåâäîâåêòîðîì, äîëæíû ìåíÿòü ñâîè çíàêè, ïðè îòðàæåíèè, íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
êîîðäèíàòû âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îòðàæåííûõ ïñåâäîâåêòîðîâ (óæå ñìåíèâøèõ çíàêè ñâîèõ êîîðäèíàò
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Ìû îêàçûâàåìñÿ âïðàâå èíòåðïðåòèðîâàòü m è w, â óðàâíåíèÿõ (1), êàê �ëåâûå âåêòîðà�,18 ñ
ñîîòâåòñòâóþùèì âðàùåíèåì òåëà ïî ïðàâèëó �ëåâîé ðóêè�.19 Åæåëè ðàññìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâó-
þùèå �ëåâûå� êèíåòè÷åñêèå ïîëîäèè êàê îðèåíòèðîâàííûå êðèâûå, òî èõ îðèåíòàöèè îêàçûâà-
þòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè îðèåíòàöèÿì �ïðàâûõ�, êàê èçîáðàæåíî íà î÷åðåäíîì ðèñóíêå. Â ýòîì
ñìûñëå �ïðàâûå� è �ëåâûå� óðàâíåíèÿ Ýéëåðà èìåþò ïðîòèâîïîëîæíóþ äðóã äðóãó �îðèåíòàöèþ�
â òåëå, êîòîðàÿ ÍÅ èçìåíÿåòñÿ âñëåä çà êàêèìè-ëèáî èçìåíåíèÿìè �íà÷àëüíûõ óñëîâèé�.20

Òàêèì îáðàçîì, ðåøèâ óðàâíåíèå (1) äëÿ ïðàâîãî âèíòà
ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè m2 > Bh, ìû íå âïðàâå çàáûâàòü
î ñîîòâåòñòâóþùåì �ëåâîì� âèíòå. À åæåëè m2 < Bh, òî
ìû è âîâñå �îáðå÷åíû� íà ïðîòèâîïîëîæíîå (íèñõîäÿùåå)
óïîðÿäî÷èâàíèå ìîìåíòîâ èíåðöèè C > B > A, äàáû èõ
ïîðÿäîê ïðîäîëæèë ñîîòâåòñòâîâàòü èñõîäíîìó óïîðÿäî-
÷èâàíèþ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ßêîáè.21 Íàì æå ñëå-
äóåò îñîçíàòü, ÷òî òðàíñïîçèöèÿ (ëþáûõ) äâóõ ãëàâíûõ
îñåé, ñ ó÷¼òîì èõ íàïðàâëåíèé, ìåíÿåò îðèåíòàöèþ êè-
íåòè÷åñêèõ ïîëîäèé íà ïðîòèâîïîëîæíóþ (êàê ïîêàçû-
âàåò ñðàâíåíèå äâóõ ïðåäøåñòâóþùèõ ðèñóíêîâ, íà êî-
òîðûõ îäíîèì¼ííûé ðåïåð èìååò äâå, îòëè÷íûå äðóã îò
äðóãà, îðèåíòàöèè). Íî êàêîâà áû íè áûëà îðèåíòàöèÿ
êèíåòè÷åñêèõ ïîëîäèé íàøåãî ðåøåíèÿ, ìû íå âïðàâå
çàáûâàòü î ïðîòèâîïîëîæíîé åé. Ëèøü â êðèòè÷åñêîì

ñëó÷àå äâèæåíèÿ (ïðè m2 = Bh), êîãäà ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè �âûðîæäàþòñÿ� â ãèïåðáî-
ëè÷åñêèå (à ïðîåêöèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè w íå ïîêèäàåò îäèí èç ÷åòûð¼õ êâàäðàíòîâ ïëîñêî-
ñòè, îðòîãîíàëüíîé ãëàâíîé îñè j, ñ ïðîìåæóòî÷íûì ìîìåíòîì èíåðöèè B), ìû ìîæåì �çà-
áûòü� îá óïîðÿäî÷èâàíèè ìîìåíòîâ èíåðöèè è î âûáîðå ïðàâîãî èëè ëåâîãî áàçèñà äëÿ ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1). Íî è â ñ¼ì êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå, îäíàæäû ïîëó÷èâ ÷åòûðå ïà-
ðàìåòðèçàöèè íàïðàâëåííûõ ïîëóîêðóæíîñòåé-ñåïàðàòðèñ, ñëåäóåò âñïîìíèòü î ÷åòûð¼õ èíûõ
ïàðàìåòðèçàöèÿõ (ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé). Êðèòè÷åñêîìó äâèæåíèþ ïðàâîãî âèíòà,
ïðè êîòîðîì åãî �îòêðó÷èâàíèå� ñìåíÿåòñÿ íà �çàêðó÷èâàíèå� (ïî äâóì òðàåêòîðèÿì: https:
//www.youtube.com/watch?v=e9wGPh-iiRw), ñîîòâåòñòâóåò (çåðêàëüíàÿ) ñìåíà �îòêðó÷èâàíèÿ�
ëåâîãî âèíòà íà åãî �çàêðó÷èâàíèå�. Åñëè òåïåðü çàìåíèòü ïðàâûé âèíò íà ëåâûé è ïîäâåðãíóòü
åãî �èñõîäíîìó� êðèòè÷åñêîìó äâèæåíèþ (ñ ïðåæíèì êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì m), òî â çåðêàëå
ìû óâèäèì ñìåíó �çàêðó÷èâàíèÿ� (îòðàæ¼ííîãî) óæå ïðàâîãî âèíòà íà åãî �îòêðó÷èâàíèå� (ïî
äâóì íîâûì òðàåêòîðèÿì: https://www.youtube.com/watch?v=c0m_yeKeCiQ). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå äâèæåíèÿ (ïðè m2 = Bh), îñü, æ¼ñòêî ôèêñèðîâàííàÿ â òåëå, îðòîãî-
íàëüíàÿ êðóãîâûì ñå÷åíèÿì ýëëèïñîèäà Ìàê-Êóëàãà è íàçâàííàÿ îñüþ Ãàëóà, âðàùàåòñÿ ðàâíî-
ìåðíî, â �àáñîëþòíîì� ïðîñòðàíñòâå. Òî÷íîå (ñ ó÷¼òîì íàïðàâëåíèÿ çàäàííîãî �êðèòè÷åñêîãî�

íà ïðîòèâîïîëîæíûå) �äîëæíû� ñîõðàíÿòü èñõîäíûå çíàêè (åæåëè íàñòàèâàòü íà âûáîðå ïðàâîãî áàçèñà â ëåâîì
âèíòå). Òàêàÿ ïóòàíèöà ëèøü óñóãóáëÿëàñü òåì, ÷òî îòðàæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ íåïðåìåííî
îòëè÷àëîñü (è îòëè÷àåòñÿ) çíàêîì îò âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ (òàêæå óïîðÿäî÷åííûõ) îòðà-
æ¼ííûõ âåêòîðîâ. Âîçíèêøàÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü ñî çíàêîì óðàâíåíèé Ýéëåðà, ïðè îòðàæåíèè, ïîðîé (ïàãóáíî è
íåâåðíî) ðàçðåøàëàñü (íåîñîçíàííûì) ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèåì è ïåðåõîäîì íà ïðàâûé áàçèñ (îêîí÷àòåëüíî èñêëþ-
÷èâ, òåì ñàìûì, ðåøåíèå çàäà÷è î äâèæåíèè �îòðàæ¼ííîãî� òâ¼ðäîãî òåëà èç �êëàññè÷åñêîãî� ðàññìîòðåíèÿ)!

18Òàê êàê õèðàëüíûìè (òî áèøü ïðàâûìè èëè ëåâûìè) áûâàþò ëèøü ïñåâäîâåêòîðà, òî ìû ìîæåì (äëÿ êðàò-
êîñòè) îïóñêàòü ïðèñòàâêó �ïñåâäî�.

19Òîãäà, ñîîòâåòñòâåííî, �ëåâûìè� äîëæíû ñòàòü è ðåïåð, è ñîáñòâåííî îïåðàöèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
20Âåäü àðñåíàë íàøèõ �èçìåíåíèé íà÷àëüíûõ óñëîâèé� îãðàíè÷åí äåéñòâèåì �÷¼òíîé� ãðóïïû V4.
21Çäåñü îáùåïðèíÿòî ïðîòèâîïîëîæíîå óïîðÿäî÷èâàíèå ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ßêîáè âìåñòî ñìåíû óïîðÿäî-

÷èâàíèÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè. Â ëþáîì ñëó÷àå, çíàêîïîñòîÿííîé äîëæíà îêàçàòüñÿ ôóíêöèÿ p � ïðîåêöèÿ óãëîâîé
ñêîðîñòèw íà ãëàâíóþ îñü i (ñ íàèìåíüøèì ìîìåíòîì èíåðöèè A), à íå íà ãëàâíóþ îñü k (ñ íàèáîëüøèì ìîìåíòîì
èíåðöèè C).
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https://www.youtube.com/watch?v=e9wGPh-iiRw
https://www.youtube.com/watch?v=e9wGPh-iiRw
https://www.youtube.com/watch?v=c0m_yeKeCiQ


âðàùåíèÿ) �èíâàðèàíòíîå� îïèñàíèå îñè Ãàëóà áûëî ñôîðìóëèðîâàíî Åâãåíèåì À. Ìèòþøîâûì
(ïðîôåññîðîì êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè ÓðÔÓ) â ïèñüìå àâòîðó 27 ôåâðàëÿ 2018 ã.
Ïðîöèòèðóåì åãî:

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñè Ãàëóà íàäî ìàëóþ îñü ïîâåðíóòü ïî õîäó ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë arccos
√

C(B−A)
B(C−A)

,

ãëÿäÿ ñ êîíöà âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà.22

Êóëüìèíàöèÿ

Âûøåîïèñàííàÿ, æ¼ñòêî ôèêñèðîâàííàÿ â òåëå, îñü Ãàëóà âðàùàåòñÿ ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎ, â �àáñî-
ëþòíîì� ïðîñòðàíñòâå, �âîêðóã� ôèêñèðîâàííîãî êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà m è îñòà¼òñÿ (âå÷íî)
îðòîãîíàëüíîé ê íåìó, åñëè çàäàíî �íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå� òåëà, ïðè êîòîðîì åãî ãëàâíàÿ îñü
j, ñ ïðîìåæóòî÷íûì ìîìåíòîì èíåðöèè B, êîëèíåàðíà êèíåòè÷åñêîìó ìîìåíòó m. Òàêîå ðàâ-
íîìåðíîå âðàùåíèå îñè Ãàëóà íåèçìåííî, íåçàâèñèìî îò òîãî, âðàùàåòñÿ ëè òåëî (ïåðìàíåíòíî)
èëè ñâåðøàåò �êóâûðîê� (https://www.youtube.com/watch?v=5ipE5BB0mA0)! Â ýòîì ñìûñëå, òà-
êîå âðàùåíèå ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎ ïðè òîì, ÷òî ðåøåíèå ÍÅ åäèíñòâåííî!23 Åñëè áû ìû ïîäâåðãëè
�íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå� òåëà ïîëóîáîðîòó îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé îñè, ñ ýêñòðåìàëüíûì ìîìåíòîì
èíåðöèè, òî îñü Ãàëóà îòðàçèëàñü áû (â òåëå) �çåðêàëüíî� îòíîñèòåëüíî òàêîé ãëàâíîé îñè.24 Ñ
ó÷¼òîì íàïðàâëåíèé, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðóïïà V4 ïîðîæäàåò ÷åòûðå �íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèÿ�
òåëà, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷åòûð¼ì (íàïðàâëåííûì) îñÿì Ãàëóà.25 Ôóíêöèîíàëüíîå òîæäåñòâî (2)
ìîæåò áûòü �ïðîäîëæåíî� íà êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé m2 = Bh â òîì ñìûñëå, ÷òî ÷åòûðå ðåøåíèÿ
ðàçáèâàþòñÿ íà äâå ïàðû, à èìåííî ïàðà (±p, q,±r) è ïàðà (±p,−q,∓r).26 Òàêàÿ ïàðà èíâàðèàíò-
íà ïîä äåéñòâèåì ïîëóîáîðîòà îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé îñè èíåðöèè, íî îäíà ïàðà ïåðåõîäèò â äðó-
ãóþ ïîä äåéñòâèåì ïîëóîáîðîòà îòíîñèòåëüíî (ëþáîé äðóãîé) îñè, ñ ýêñòðåìàëüíûì ìîìåíòîì
èíåðöèè. Îäíàêî, êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé äâèæåíèÿ ÍÅ èñ÷åðïûâàåòñÿ ÷åòûðüìÿ �êëàññè÷åñêèìè�
ðåøåíèÿìè. Íåîáõîäèìî äîáàâèòü ê íèì ÷åòûðå ðåøåíèÿ, âîçíèêàþùèå â èíîì (ïðîòèâîïîëîæ-
íî óïîðÿäî÷åííîì) áàçèñå. Ñðàâíèâàÿ íàø ïîñëåäíèé ðèñóíîê ñ ïðåäûäóùèì, ìû óâèäèì ñìåíó
îðèåíòàöèé ÷åòûð¼õ ñåïàðàòðèñ-ïîëóîêðóæíîñòåé â (òîì æå) òåëå, ïîðîæä¼ííóþ îòðàæåíèåì
èñõîäíîãî áàçèñà â �çåðêàëå�, ïëîñêîñòü êîòîðîãî îðòîãîíàëüíà îñè i, ñ íàèìåíüøèì ìîìåíòîì
èíåðöèè A.

Âèíò (èëè �ãàéêà Äæàíèáåêîâà�) âîçâðàùàåòñÿ â �èçíà÷àëüíîå âðàùåíèå� ïîñëå äâóõ �êóâûðêîâ�,
êàê òî äåìîíñòðèðóþò äâà ñëåäóþùèõ êàäðà âèäåîñú¼ìêè, ïî-âèäèìîìó, ñ áîðòà êîñìè÷åñêîé

22Ñëîâîñî÷åòàíèå �ìàëàÿ îñü� èñïîëüçóåòñÿ çäåñü äëÿ óêàçàíèÿ îñè ñ íàèìåíüøèì ìîìåíòîì èíåðöèè A. Ïîÿñ-
íèì, ÷òî îïèñàíèå ïîäðàçóìåâàåò �íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå äî êóâûðêà�, ïðè êîòîðîì ãëàâíàÿ îñü, ñ ïðîìåæóòî÷íûì
ìîìåíòîì èíåðöèè B, êîëèíåàðíà �ïðàâîìó� ïñåâäîâåêòîðó êèíåòè÷åñêîìîãî ìîìåíòàm. Óêàçàííûé óãîë ñëåäóåò
èñêàòü (è íàõîäèòü) íà îòðåçêå [0, π/2].

23Ñèòóàöèÿ çäåñü àíàëîãè÷íà �ìàÿòíèêó â âåðõíåì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ�. Ëèøü â òàêîì ÍÅ âîçìóù¼ííîì
ïîëîæåíèè ìàÿòíèêà ñóùåñòâóåò �òðîÿêîå� ðåøåíèå, à èìåííî �îäíî âå÷íî íåïîäâèæíîå ïîëîæåíèå� è �äâîÿêî
àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå�. Ýòè (òðè) ðåøåíèÿ îòâå÷àþò (ðîâíî) îäíîìó è òîìó æå óðîâíþ ýíåðãèè (áåç êàêèõ-
ëèáî ñêîëü óãîäíî ìàëûõ �äîáàâîê� èëè �óáàâîê�).

24Ýòî â ÷àñòíîì ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî îñü Ãàëóà ñîâïàä¼ò ñ åãî îñüþ ñèììåò-
ðèè è îñòàíåòñÿ �èíâàðèàíòíîé� ïðè óêàçàííîì îòðàæåíèè. Â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå äâèæåíèÿ îñåñèììåòðè÷íîãî
òâ¼ðäîãî òåëà íå òîëüêî ïñåâäîâåêòîð êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà m, íî è ïñåâäîâåêòîð ìãíîâåííîé ñêîðîñòè w
îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííûì â �àáñîëþòíîì� ïðîñòðàíñòâå. Â òåëå îáà (ñîíàïðàâëåííûõ) ïñåâäîâåêòîðà m è w äîëæíû
îñòàâàòüñÿ â �ýêâàòîðèàëüíîé`� ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé îñè ñèììåòðèè (Ãàëóà). Ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò óáåæä¼í-
íîñòè ïåðâîîòêðûâàòåëÿ �ýôôåêòà Äæàíèáåêîâà� â òîì, ÷òî �êóâûðîê� èìåë áû ìåñòî è â ñëó÷àå �þëû�. Îäíàêî,
êàê òàêæå (èíòðèãóþùå) áûëî èì ïîäìå÷åíî: ìû íå èìåëè âîçìîæíîñòè äëèòåëüíîãî íàáëþäåíèÿ å¼ ïàäåíèÿ
(https://www.youtube.com/watch?v=hEsGgABKUIs&t=0s)!

25Â ñåé ðàáîòå, êàê ïîä÷¼ðêíóòî å¼ çàãîëîâêîì, ìû ðàññìàòðèâàåì òåëà, íå îáëàäàþùèå çåðêàëüíîé (èëè êàêîé-
ëèáî èíîé) ñèììåòðèåé, è ïîòîìó óêàçàííûå èñõîäíûå ïîëîæåíèÿ ðàçëè÷èìû.

26Êàæäûé ðàç ïîäðàçóìåâàåòñÿ åäèíîâðåìåííûé âûáîð ëèáî âåðõíèõ, ëèáî íèæíèõ çíàêîâ.
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�Óøè ãàéêè Äæàíèáåêîâà ñìîòðÿò ââåðõ ïîñåðåäèíå ïåðâîãî êóâûðêà� (ñïðàâà),
è � �âíèç ïîñåðåäèíå âòîðîãî êóâûðêà� (ñëåâà).

ñòàíöèè ÌÈÐ. Òî÷íåå ñêàçàòü, �ãàéêà âîçâðàùàåòñÿ ñ ïîâîðîòîì, îòíîñèòåëüíî èñõîäíîãî ïî-
ëîæåíèÿ, íà óãîë 4ψ�, ãäå ψ (â ñ¼ì êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå) ñîâïàäàåò ñ óãëîì, óêàçàííûì Å.À.
Ìèòþøîâûì, à òàêæå ñîâïàäàåò è c (íåñîáñòâåííûì) èíòåãðàëîì

I(A,B,C) := I(A,B,C, x 7→ +∞),

I(A,B,C, x) :=

∫ x

1

√
(C −B)(B − A)CAdx

(B(C − A)x2 − (C −B)A)
√
x2 − 1

= σArctan

(√
A(B − C)
C(A−B)

√
x2 − 1

x

)
,

σ =

{
1, åñëè A < B < C,

−1, åñëè A > B > C,27

è, ïî ìîäóëþ π/2, ñ èíòåãðàëîì I(C,B,A).28 Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü çàìå÷àòåëüíûé âîïðîñ î
�ìåõàíè÷åñêîì ñìûñëå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âåêòîðà âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà�, ñôîðìóëèðî-
âàííûé Âèêòîðîì Ô. Æóðàâë¼âûì â ñòàòüå: �Òåîðåìà î òåëåñíîì óãëå â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà�
(â æóðíàëå ÏÌÌ, 60(2), 1996: 323�326).29 Âåäü, äåéñòâèòåëüíî, èìåííî ïîòîìó ìû è ðàññìàòðè-
âàëè êèíåòè÷åñêóþ ïîëîäèþ íà åäèíè÷íîé ñôåðå, ÷òî ê ïàðàëëåëüíîìó ïåðåíîñó êàñàòåëüíîãî
(âäîëü íå¼) âåêòîðà ïðèìåíèìà òåîðåìà î ñîâïàäåíèè óãëà ïîâîðîòà (âåêòîðà) ñ �îõâà÷åííîé�
(êèíåòè÷åñêîé ïîëîäèåé) ïëîùàäüþ.30 Óòî÷íèì, ÷òî ïëîùàäü ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ñ ó÷¼òîì çíàêà
(à, ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷¼òîì îðèåíòàöèè êèíåòè÷åñêîé ïîëîäèè), à ïîâîðîò êàñàòåëüíîãî âåêòîðà
äîëæåí âêëþ÷àòü óãëû (ñ ñîîòâåòñòâóþùèì çíàêîì) â òî÷êàõ �èçëîìà ãðàíèöû�.31 Ïîä÷åðêí¼ì,
÷òî �ñêà÷îê� íàïðàâëåíèÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà (â òåëå) ñîâïàäàåò, ïî ìîäóëþ π, ñ òåì æå óãëîì

27Íàì ïðåæäå íå ïðèõîäèëîñü ïåðåîáîçíà÷àòü (à ëèøü ïåðåóïîðÿäî÷èâàòü) ìîìåíòû èíåðöèè, è ìû âïðåäü íå
áóäåì ýòîãî äåëàòü (çà ñèì åäèíñòâåííûì èñêëþ÷åíèåì)!

28Â ÷àñòíîñòè,

I(2, 7, 8) = Arcsin

(
1√
21

)
≈ 0.219987977395459446, I(8, 7, 2) = −Arccos

(
1√
21

)
≈ −1.35080834939943717,

I(2, 7, 8)− I(8, 7, 2) = Arcsin

(
1√
21

)
+Arccos

(
1√
21

)
=
π

2
.

29Ýòà ðàáîòà ïðèìå÷àòåëüíà è òåì, ÷òî â íåé (ÿâíî è, íàâåðíîå, âïåðâûå) âûñêàçàí âåðäèêò, áóäîðàæàùèé �ïðè-
âåðæåíöåâ êîìôîðòíîãî äîãìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà�, à èìåííî: �Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ Ïóàíñî íå ÿâëÿåòñÿ
ïîëíîé�.

30Ïðîïîðöèîíàëüíîñòü óãëà è ïëîùàäè äîñòèãíóòà áëàãîäàðÿ ïîñòîÿíñòâó ãàóññîâîé êðèâèçíû íà ñôåðå.
31×èòàòåëü ëåãêî äîãàäàåòñÿ, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò ñìåíà íàïðàâëåíèÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà â òî÷êàõ ïåðåõîäà
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2ψ ìåæäó îñüþ Ãàëóà è å¼ îòðàæåíèåì (â òåëå) îòíîñèòåëüíî îñè, ñ ýêñòðåìàëüíûì çíà÷åíèåì
ìîìåíòà èíåðöèè. Çäåñü ìû íå áóäåì ïåðåõîäèòü ê îáùåé (àìáèöèîçíîé) ïîñòàíîâêå âîïðîñà î
ðàññìîòðåíèè çàêíóòîãî êîíòóðà íàä ãðóïïîé Ëè SO3(R), ÿâëÿþùåéñÿ êîíôèãóðàöèîííûì ïðî-
ñòðàíñòâîì âñåâîçìîæíûõ (íå îáÿçàòåëüíî ïî èíåðöèè) äâèæåíèé òâ¼ðäîãî òåëà, ñ çàêðåïë¼ííîé
òî÷êîé, à (ñêðîìíî) îñòàíåìñÿ â ðàìêàõ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ, êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî
êîòîðîãî ïàðàìåòðèçóåòñÿ äâóìÿ (à íå òðåìÿ) ïåðåìåííûìè. Ìû âñåãî ëèøü óïîìÿíåì, ÷òî äâè-
æåíèå ïî ïîëóîêðóæíîñòè-ñåïàðàòðèñå ÍÅ ÌÎÆÅÒ ÁÛÒÜ ÏÐÎÄÎËÆÅÍÎ ÏÎ ÈÍÅÐÖÈÈ
â òîé æå ïëîñêîñòè (â òåëå) â äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ñåïàðàòðèñ ÿâëÿþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè òî÷êàìè îòðàæåíèÿ (âñåõ êèíåòè÷åñêèõ ïîëîäèé) îòíî-
ñèòåëüíî ñðåäíåé îñè èíåðöèè.32

Ïîñëåñëîâèå

È â íàøè äíè âìåñòî îò÷¼òëèâî ïîëíîãî îïèñàíèÿ (âàæíåéøåãî) êðèòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ (ïðè
m2 = Bh) ìû âñòðå÷àåì îäíó ôîðìóëó, ñîîòâåòñòâóþùóþ îäíîé èç äâóõ ïàðàìåòðèçàöèé îäíîé
èç ÷åòûð¼õ ñåïàðàòðèñ. Òàêîâ ïîäõîä â ìîíîãðàôèÿõ:

• ×åðíîóñüêî Ô.Ë. Àêóëåíêî Ë.Ä. Ëåùåíêî Ä.Ä. Ýâîëþöèÿ äâèæåíèé òâåðäîãî òåëà îòíî-

ñèòåëüíî öåíòðà ìàññ. Ìîñêâà, Èæåâñê (2015 ã.), ñòð. 49, ôîðìóëà (2.3.10).

• Æóðàâë¼â Â.Ô. Ðîçåíáëàò Ã.Ì. Ïàðàäîêñû, êîíòðïðèìåðû è îøèáêè â ìåõàíèêå. Ëåíàíä
(2017 ã.), ñ. 44, ôîðìóëà �äâèæåíèÿ ïî ñåïàðàòðèñå�.

Â äðóãèõ �êëàññè÷åñêèõ� èñòî÷íèêàõ âûïèñûâàþòñÿ (÷åòûðå) ïàðàìåòðèçàöèè äëÿ âñåõ (÷åòû-
ð¼õ) ñåïàðàòðèñ:

ìåæäó �ñîñåäíèìè ñåïàðàòðèñàìè�, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì ïåðåñå÷åíèé äâóõ îêðóæíîñòåé. À òàê êàê ñåïàðà-
òðèñû îêàçûâàþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè íà ñôåðå, òî ïëîùàäü, çàêëþ÷¼ííàÿ ìåæäó äâóìÿ �ñîñåäíèìè ñåïàðàòðèñàìè�,
ñîâïàäàåò, ïî ìîäóëþ 2π, ñ âûøåóêàçàííûì óãëîì 4ψ.

32Íàì óæå èçâåñòíî, ÷òî îñè èíåðöèè ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè êèíåòè÷åñêèõ ïîëîäèé. Òàêîå îòðàæåíèå,
îòíîñèòåëüíî çàäàííîé îñè, ñîâïàäàåò ñ ïîëóîáîðîòîì âîêðóã íå¼ è ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ ïðîñòðàíñòâåííîé
êðèâîé. Å¼ íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé èëè ñ �çåðêàëüíûì� îòðàæåíèåì (â ïëîñêîñòè), êîòîðûå
íå ñîõðàíÿþò îðèåíòàöèþ îòðàæ¼ííûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ.
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A NEW TWISTING SOMERSAULT - 513XD 7

As the angular momentum l is constant in FS the length is preserved in FC , which means
L must lie on the L-sphere with equation

(13) l2 = L2
x + L2

y + L2
z.

Thus the trajectory of L must lie on the intersection between the energy-inertia ellipsoid
(12) and L-sphere (13), which in general forms two closed curves. The time evolution on
these curves can be expressed in terms of Jacobi elliptic functions, see, e.g. [1, 12], which
we write as

(14) L(t;E, I, c) =
(
Lx(t), Ly(t), Lz(t)

)t

where the parameters on the right hand side are suppressed. Specifically, when l2I−1y <

2E < l2I−1z the components are

Lx = s

√
Ix(l2 − 2EIz)

Ix − Iz
cn (τ, k2) Ly =

√
Iy(l2 − 2EIz)

Iy − Iz
sn (τ, k2)(15)

Lz = −s
√

Iz(2EIx − l2)

Ix − Iz
dn (τ, k2)

with

τ =

√
(Iy − Iz)(2EIx − l2)

IxIyIz
(t+ c) k2 =

(Ix − Iy)(l
2 − 2EIz)

(Iy − Iz)(2EIx − l2)
,(16)

and the two constants c (phase shift) and s (direction that is either ±1) that appear are
chosen to satisfy the initial conditions. As we will only be using counterclockwise twists
in our computations, s = +1 always, and thus we omit this constant in the parameters of
(14). It is important to note the minus sign in (15) for Lz occurs because Ix > Iy > Iz
for the diver, and that had the inequalities been reversed, i.e. Ix < Iy < Iz, there would
be no minus sign. As the Jacobi elliptic functions are periodic in τ with period 4K(k2) =

4

∫ π
2

0

du√
1− k2 sin2 u

, the period of the orbit is

(17) T (E, I) = 4K(k2)

√
IxIyIz

(Iy − Iz)(2EIx − l2)

where K(k2) is the complete elliptic integral of the first kind. When l2I−1x < 2E < l2I−1y ,
the results presented in (15), (16) and (17) need to be modified by swapping Lx ↔ Lz

and Ix ↔ Iz. In the limiting case when 2E → l2I−1x the energy becomes minimal and the
two closed curves shrink to the points given by (±l, 0, 0). Similarly, when 2E → l2I−1z the
energy becomes maximal and the curves shrink to the points at (0, 0,±l). When 2E = l2I−1y

the Jacobi elliptic functions reduce to hyperbolic functions given by

Lx = s1l

√
Ix(Iy − Iz)

Iy(Ix − Iz)
sech τ Ly = s2l tanh τ Lz = −s1s2l

√
Iz(Ix − Iy)

Iy(Ix − Iz)
sech τ,(18)

• Àïïåëü Ï. Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà II. Ìîñêâà: ÃÈÔÌË (1960 ã.), ñòð. 156, ôîðìóëà (24).

• Ìàðêååâ À.Ï.Äèíàìèêà òåëà, ñîïðèêàñàþùåãîñÿ ñ òâåðäîé ïîâåðõíîñòüþ. Ìîñêâà: ÃÈÔÌË
(1992 ã.), ñòð. 40, ôîðìóëû: (6.17),(6.18),(6.19),(6.20).

• Tong W. Dullin H.R. A new twisting somersault � 513XD // Journal of Nonlinear Science 27,
6 (2017): 2037�2061, formula (18).

Íåêîòîðûå àâòîðû �äîãàäàëèñü�, ÷òî è ïîñëåäíèå ÷åòûðå ôîðìóëû íå äàþò ïîëíîãî îïèñàíèÿ
âñåõ ñëó÷àåâ êðèòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, à ëèøü �ïîëîâèíó�. Âåðíàÿ äîãàäêà ïðèâåëà èõ ê äîïîëíè-
òåëüíûì ÷åòûð¼ì ôîðìóëàì, ñîîòâåòñòâóþùèì îðèåíòàöèÿì, ïðîòèâîïîëîæíûì òàêîâûì äëÿ
÷åòûð¼õ �êëàññè÷åñêèõ� ñåïàðàòðèñ. Îãðàíè÷èìñÿ äâóìÿ (òèïîâûìè) ïðèìåðàìè, â êîòîðûõ ïðè-
âîäÿòñÿ òàêèå ôîðìóëû, à èìåííî:

• Ñóñëîâ Ã.Ê. Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà (3-å èçäàíèå). Ìîñêâà: ÃÈÒÒË (1946 ã.), ñòð. 534,
ôîðìóëà (47.61).

• Ïåòðîâ À. Ã. Âîëîäèí Ñ. Å. �Ýôôåêò Äæàíèáåêîâà� è çàêîíû ìåõàíèêè. Äîêëàäû Àêàäå-
ìèè íàóê (2013 ã.), òîì 451, � 4, ñòð. 401, ôîðìóëà (6).
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Òåì ñàìûì, â ñâî¼ì (áåññïîðíî ïîõâàëüíîì) ñòðåìëåíèè ê èñ÷åðïûâàþùåìó ïåðå÷íþ âîñüìè
ñëó÷àåâ, àâòîðû ÷åòûðåæäû �ïîæåðòâîâàëè� âåðíûì çíàêîì â óðàâíåíèÿõ Ýéëåðà, óãîäèâ â
�êëàññè÷åñêóþ ëîâóøêó�, îïèñàííóþ â ñíîñêå (17).33 Èìè íå áûëî îñîçíàíî, ÷òî �ëåâûå� ïîëîäèè
(îðèåíòàöèè êîòîðûõ ïðîòèâîïîëîæíû ïðàâûì) íåïðåìåííî ñîîòâåòñòâóþò òðàåêòîðèÿì äâèæå-
íèÿ êîíöà �ëåâîãî� (íî íèêàê íå �ïðàâîãî�) ïñåâäîâåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè, à �ëåâûå� êèíåòè÷å-
ñêèå ïîëîäèè (ñòîëü æå íåïðåìåííî) ñîîòâåòñòâóþò òðàåêòîðèÿì äâèæåíèÿ êîíöà �ëåâîãî� (à íå
�ïðàâîãî�) ïñåâäîâåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà.34 Áåç ïîÿñíåíèÿ òîãî, ÷òî â ÷åòûð¼õ èç âîñüìè
ïîëó÷åííûõ ïàðàìåòðèçàöèé, ïñåâäîâåêòîðà m è w ìåíÿþò íå òîëüêî çíàê (è, ñîîòâåòñòâåííî,
íàïðàâëåíèå), íî è õèðàëüíîñòü (êîòîðàÿ ÍÅ çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ), ìû ÍÅ ìîæåì ñ÷èòàòü
ñëó÷àé êðèòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ èñ÷åðïûâàþùå ðåø¼ííûì. Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî
ñìåíå îðèåíòàöèé ïîëîäèé ñîîòâåòñòâóåò íå òîëüêî �îòðàæåíèå â ïðîñòðàíñòâå�, íî è �îòðàæåíèå
âî âðåìåíè�: t 7→ −t,35 è îòìåòèì, ÷òî ôèêñèðîâàííîé òî÷êîé òàêîãî îòðàæåíèÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü
íå òîëüêî íóëü (t = 0), íî è (êîìïëåêñíóþ) áåñêîíå÷íîñòü (t = ∞).36 Ñîîòâåòñòâóþùåé (îòðà-
æåíèþ âðåìåíè t 7→ −t) ìàòðèöåé ïåðåõîäà ìåæäó óïîðÿäî÷åííûì ïîäâèæíûì ïðàâûì áàçèñîì
{i+,j+,k+} è óïîðÿäî÷åííûì ïîäâèæíûì ëåâûì áàçèñîì {i−,j−,k−} ñëåäóåò ñ÷èòàòü ìàòðèöó
QDQ−1, ãäå ìàòðèöà D îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè÷íîé ìàòðèöû îäíèì (åäèíñòâåííûì) çíàêîì å¼ öåí-
òðàëüíîãî ýëåìåíòà, à �ïîäâèæíàÿ� ìàòðèöà Q îáðàùàåòñÿ â åäèíè÷íóþ â íóëå. Òàêèì îáðàçîì,
êîîðäèíàòû p, q è r ïðàâîãî ïñåâäîâåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè w+, îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ïðàâîãî áàçèñà {i+,j+,k+}, ÂÑÅÃÄÀ ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè ëåâîãî ïñåâäîâåêòîðà
óãëîâîé ñêîðîñòè w−, îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåãî ëåâîãî áàçèñà {i−,j−,k−}. Â ÷àñòíîñòè,
óñëîâèå q(0) = 0 îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå, â ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò t = 0, (êîîðäèíàò) ïñåâäîâåê-
òîðîâ w+ è w− (íå òîëüêî â òåëå, íî è) â �àáñîëþòíîì� ïðîñòðàíñòâå (êîãäà ìàòðèöåé ïåðåõîäà
ìåæäó ïîäâèæíûìè ïðàâûì è ëåâûì áàçèñîì îêàçûâàåòñÿ ìàòðèöà D,37 à óãëîâàÿ ñêîðîñòü îêà-
çûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñðåäíåé îñè èíåðöèè).38 Îòêëîíåíèå çíà÷åíèÿ q îò íóëÿ îçíà÷àåò, ÷òî
ïñåâäîâåêòîðà w+ è w− íå òîëüêî ïåðåñòàþò ñîâïàäàòü â �àáñîëþòíîì� ïðîñòðàíñòâå, íî è â
òåëå (ïîñêîëüêó èõ ñîâïàäàþùèå êîîðäèíàòû �âûïèñàíû� â ïîäâèæíûõ áàçèñàõ, ñ èñõîäíî ïðî-
òèâîïîëîæíûìè äðóã äðóãó íàïðàâëåíèÿìè ñðåäíåé îñè). Ìèìîë¼òíîå ñîâïàäåíèå w+ è w− (â
�àáñîëþòíîì� ïðîñòðàíñòâå) íå ìîãëî áûòü ïðîäîëæåíî, òàê êàê òàêîå ñîâïàäåíèå �ïîðîæäàëî�
ïðîòèâîïîëîæíûå äðóã äðóãó âðàùåíèÿ òåëà. Ðàçóìååòñÿ, ÷òî ïîâòîðíûå ñîâïàäåíèÿ w+ è w−
â òåëå (â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè óãëîâîé ñêîðîñòè) íå âëåêóò ïîâòîðíîå ñîâïàäåíèå â �àáñîëþòíîì�
ïðîñòðàíñòâå. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî (ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t) ìàòðèöû Q(t) è Q(−t) ÿâëÿþòñÿ
(âçàèìíî) ñîïðÿæ¼ííûìè, ñ ñîïðÿãàþùåé ìàòðèöåé D. Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêîå äâèæåíèå
(m2 = Bh) íå òîëüêî ðàçäåëÿåò äâà êëàññà äâèæåíèé (m2 < Bh è m2 > Bh), íî è ïðîòèâîïîëîæ-
íûå äðóã äðóãó îðèåíòàöèè ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ �ïðàâûì� è �ëåâûì� óðàâíåíèÿì Ýéëåðà
(à íàø �ýêñïåðèìåíò� ñ çåðêàëüíûì �êóâûðêîì ãàéêè Äæàíèáåêîâà� îêàçàëñÿ è îòðàæåíèåì âî

33Àâòîðû, íå ñïðàâèâøèñü ñ (íåäîîöåí¼ííîé èìè) ïðîáëåìîé çíàêîâ, íå ñòàëè å¼ êîììåíòèðîâàòü.
34Òåì ñàìûì, �ïîäãîí çíàêîâ� ÷ðåâàò �íåîæèäàííûìè êàòàñòðîôè÷åñêèìè ïîñëåäñòâèÿìè�!
35È çäåñü íåëüçÿ �óïðÿìî� îñòàâàòüñÿ â ðàìêàõ �ïðàâûõ� óðàâíåíèé Ýéëåðà, èáî îðèåíòàöèÿ �òðàåêòîðèè êîíöà�

ïñåâäîâåêòîðà −w(−t) ñîâïàäàåò ñ îðèåíòàöèåé �òðàåêòîðèè êîíöà� (èñõîäíîãî) ïñåâäîâåêòîðàw(t)! Ïîä÷åðêí¼ì,
÷òî ïóòàòü ñìåíó õèðàëüíîñòè ïñåâäîâåêòîðà ñî ñìåíîé åãî çíàêà áûëî áû íå ìåíåå íåëåïî, ÷åì ïóòàòü (âî
âçâåøåííîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå) ñìåíó íàïðàâëåíèÿ �äóãè� ñî ñìåíîé çíàêà å¼ âåñà.

36Êàê ñïðàâåäëèâî ïîä÷¼ðêèâàåò Äìèòðèé Ë. Àáðàðîâ (ÂÖ ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ), îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âðåìåíè â
çàäà÷àõ �êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè� äîëæíà áûòü ïîïîëíåíà òî÷êîé �êîìïëåêñíîé� áåñêîíå÷íîñòè. �Âûêàëûâàíèå�
ýòîé òî÷êè èç �êîìïàêòíîé� îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ, óâû, (ìåòîäîëîãè÷åñêè ôóíäàìåíòàëüíîé è âåñüìà
ðàñïðîñòðàí¼ííîé) îøèáêîé!

37ÌàòðèöàD âûïîëíÿåò çäåñü (ïî àíàëîãèè ñ ìàòðèöåé R) �ôóíêöèþ� îòðàæåíèÿ �íåïîäâèæíîãî� ïðàâîãî áàçè-
ñà â �íåïîäâèæíûé� ëåâûé áàçèñ, êîèìè, ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿþòñÿ áàçèñû {i+,j+,k+} è {i−,j−,k−} â ÌÎÌÅÍÒ
t = 0.

38Óñëîâèå q(0) = 0 íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ëèøü ïðè ïåðìàíåíòíîì âðàùåíèè îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé îñè
èíåðöèè.
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âðåìåíè â ñòðîãîì, âûøåîïèñàííîì ñìûñëå, êîãäà R = D).39

Â (äâóõ) ïðèêðåïë¼ííûõ ôàéëàõ ìîòèâèðóþùåå ïèñüìî Ä.Ë. Àáðàðîâà ïî ñëó÷àþ àâàðèè (28
íîÿáðÿ 2017 ãîäà) âñëåäñòâèå îøèáêè àëãîðèòìà ðàçãîííîãî áëîêà �Ôðåãàò� è �îôèöèàëüíûå
ïîÿñíåíèÿ� ïðè÷èíû ýòîé àâàðèè Ãîñêîðïîðàöèåé �ÐÎÑÊÎÑÌÎÑ�. Ìû ðàçäåëÿåì ìíåíèå Ä.Ë.
Àáðàðîâà î òîì, ÷òî èñïðàâëåíèå ïîäîáíûõ îøèáîê ïîòðåáóåò ôóíäàìåíòàëüíîãî ïåðåîñìûñ-
ëåíèÿ �ïåðâîèñòî÷íèêîâ�, à íå �âñåãî ëèøü ïîïðàâêó� çíàêîâ. Íàøà ïîçèöèÿ íå ñîãëàñóåòñÿ ñ
ïîçèöèåé (èñïîëíÿþùåãî îáÿçàííîñòè ãëàâíîãî íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà íàøåãî ñåêòîðà) Ñåðãåÿ ß.
Ñòåïàíîâà, êîòîðûé ñêëîíåí ñâîäèòü ïðè÷èíó óêàçàííîé êàòàñòðîôû ê äåãðàäàöèè èíæåíåð-
íûõ êàäðîâ. Îí íå ñêëîíåí �ïðèäèðàòüñÿ� ê çíàêàì, è ïîòîìó (íàâåðíîå) âîçðàæàåò ðàñïðî-
ñòðàíåíèþ ñåé �ëèøíåé� ðàáîòû â íàó÷íîì ñîîáùåñòâå.40 Ê ñ÷àñòüþ, ñåðü¼çíûé è òùàòåëüíûé
ðàçáîð âåðíûõ çíàêîâ áûë âûïîëíåí êîëëåêòèâîì êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè ÓÐÔÓ, êî-
òîðûé ïîëó÷èë è âûëîæèë àíèìàöèþ (âñåõ ñëó÷àåâ) ÑÒÐÎÃÎ êðèòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ �ãàé-
êè� Äæàíèáåêîâà (â ñâîáîäíîì äîñòóïå ïî ññûëêå https://www.youtube.com/playlist?list=

PLvKkSzWgY7KUUSYDqHVdv0mst4nBnLe64).41 Òàêóþ àíèìàöèþ òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (ñ
ðàâíîìåðíîâðàùàþùåéñÿ îñüþ Ãàëóà) íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ êàêîé-ëèáî äðóãîé àíèìàöèåé, íàé-
äåííîãî ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè èíîãî ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ â �îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñû� (ïî-
ëó÷åííîãî, â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ �Modelica� Ñ.ß. Ñòåïàíîâûì çà ìàëóþ äîëþ
÷àñà).

39Òåì ñàìûì, ìû óçíà¼ì, ÷òî (ìàëîäóøíîå) ïðåíåáðåæåíèå îòêðûòèåì �ýôôåêòà Äæàíèáåêîâà� ñâèäåòåëü-
ñòâóåò î �êîíòàãèîçíî� íåáðåæíîì îáðàùåíèè ñî çíàêàìè è î �êîìôîðòíî� îäíîñòîðîííåì (âûøåîïèñàííîì, íå
�òåíçîðíîì�, �ïðàâîì�) âçãëÿäå, ÷ðåâàòîì ïðîïóñêîì (â ëó÷øåì ñëó÷àå) èëè îøèáî÷íîé ïîäìåíîé �ïîëîâèíû� âñåõ
ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýéëåðà. Ñëåäóåò, åù¼ ðàç, ïðîâåñòè àíàëîãèþ ñ äâóìÿ êëàññàìè �îðèåíòèðîâàííûõ� äâèæåíèé
�âðàùàþùåãîñÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà�: �ïî è ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè�, ïåðåõîä ìåæäó êîòîðûìè âîçìîæåí
�îáðàùåíèåì âðåìåíè� t 7→ −t, íî íåâîçìîæåí íèêàêèìè �÷¼òíûìè�, ñîõðàíÿþùèìè îðèåíòàöèþ, ïåðåñòàíîâêàìè.

40À ïîðîé, â áåññèëèè ïðèâåñòè îïðîâåðæåíèÿ, �îáîñíîâûâàåò� ñâîè âîçðàæåíèÿ òåì, ÷òî íàøè ðàññóæäåíèÿ
ïðîòèâîðå÷àò íåêîåìó (ÿêîáû) �çäðàâîìó ñìûñëó�.

41Òåì, êòî ïðîäîëæàåò ñîìíåâàòüñÿ â ïðèíöèïèàëüíîé âàæíîñòè óñòàíîâëåíèÿ çíàêà, ìîæåì ïðåäëîæèòü òðè
èíòåðåñíûå (è äàæå äðàìàòè÷åñêèå) èñòîðèè î çíàêàõ:

• î çíàêå êâàäðàòè÷íîé ñóììû Ãàóññà
∑p−1

k=0 e
2π
√
−1k2

p , íàõîæäåíèå êîòîðîãî ïîòðåáîâàëî (îò Ãàóññà) ÷åòûð¼õ
ëåò (ñ 1801 ã. ïî 1805 ã.),

• î �ïðèíöèïèàëüíîé� ïðîòèâîïîëîæíîñòè çíàêîâ äâóõ (äâîéñòâåííûõ äðóã äðóãó) óðàâíåíèé (Ôàðàäåÿ�
Ìàêñâåëëà�Õåâèñàéäà): ∇×E = − ∂B/∂t è ∇×B = c−2 ∂E/∂t,

• î çíàêå ìîäèôèöèðîâàííîé ýâêëèäîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìèàëüíûõ îñòàòêîâ (âîçíèêøåé â (142
ñòð.) ðàáîòå Ñèëüâåñòðà â 1853 ã. íà ñìåíó �èñõîäíîé� ïîñëåäîâàòåëüíîcòè â (4 ñòð.) ðàáîòå 1840 ã.), âû-
ÿâëåííîì â êðàñèâåéøåé òåîðåìå Anna Johnson Pell (Ïåëåâèí) è Ruth Gordon, îïóáëèêîâàííîé â 1917 ã.
(ïîäðîáíîñòè î ïðåäøåñòâóþùèõ òùåòíûõ ïîïûòêàõ, �ñâÿçàòü� ôîðìóëîé �ìîäèôèöèðîâàííûé� çíàê ñ �èñ-
õîäíûì�, îïèñàíû Akritas A.G. Malaschonok G.I. Vigklas P.S. �On a Theorem by Van Vleck Regarding Sturm
Sequences� // Serdica Journal of Computing 7(4), 2013: 101�134.)
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