
61

1.7. Линейная и нелинейная интерполяция кватернионов

Графики изменения координат текущего кватерниона изображе-
ны на рис. 23.

Рис. 23. Графики изменения координат кватерниона  
при последовательном применении интерполяции Slerp [q1(t) = q2(t) = q3(t)]

Вопросы для самоконтроля к параграфу 1.7

1.	 Как определяется группа Sp( )1 ?
2.	 Как определяется интерполяционная сетка при интерполяции 

кватернионов?
3.	 В чем разница между сферической линейной и сферической 

нелинейной интерполяцией кватернионов?
4.	 Какова область определения функции Хевисайда «ступенька 

вверх — ступенька вниз»?
5.	 Как меняется значение функции Хевисайда «ступенька вверх — 

ступенька вниз»?
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1.8. Нелинейная интерполяция кватернионов  
при заданных ограничениях на угловую скорость

Рассмотрим возможности нелинейной интерполяции кватерни-
онов. Для этого, воспользовавшись формулой (1.6.3) для ква-

тернионной записи угловой скорости и интерполяционной функци-
ей (1.7.2), найдем угловую скорость на соответствующем интервале 
интерполирования
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Векторная часть кватерниона угловой скорости определяется сле-
дующими равенствами
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С учетом определения углового расстояния между кватернионами 
получим
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Вектор w( )t  в неподвижном базисе 
  

i i i1 2 3, ,   записывается в виде ра-
венства
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Равенство (1.8.1) позволяет получить закон изменения угловой ско-
рости и угла поворота на отрезке времени

	 wk k k kt f t( ) ( )arccos= Ч( )+2 1
 q q ;  jk k k kt f t( ) ( )arccos= Ч( )+2 1q q

и единичный вектор оси поворота
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Согласно теореме Эйлера — Даламбера твердое тело с одной непод-
вижной точкой можно переместить одним конечным поворотом во-
круг фиксированной оси. Метод сферической интерполяции кватер-
нионов позволяет описать конечный (эйлеров) поворот твердого тела 
из одного углового положения в другое. При этом точка на единичной 
гиперсфере, определяющая положение твердого тела, совершает дви-
жение по некоторой дуге большого круга.

В зависимости от вида безразмерных функций f tk ( ), эйлеров пово-
рот тела на разных участках интерполирования может осуществлять-
ся по разным законам. Рассмотрим несколько частных случаев дви-
жения на промежутке времени от 0 до T  из углового положения q 1 
в угловое положение q2. Законы изменения угловой скорости и угла 
поворота в этом случае записываются в виде равенства

	 w q( ) ( )t f t= 2  ;  j q( ) ( ) ,t f t= 2 	  (1.8.2)

где q — угол между кватернионами q1 и q2, равный половине угла по-
ворота твердого тела, q = Ч( )arccos q q1 2 .
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Положение оси вращения определяется по ее единичному направ-
ляющему вектору
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Рассмотрим возможные законы эйлеровых поворотов.
1. Равномерное вращение.
Как следует из формул (1.8.2), равномерное вращение из углового 

положения q 1 в угловое положение q2 за время T  реализуется при сле-
дующем виде функции f t( ):

	 f t
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T
t T( ) = О[ ]; ,0 .

Угловая скорость в этом случае принимает значение

	 w =
Ч( )2 2arccos q q1

T
,

то есть равна отношению удвоенного угла между кватернионами на-
чального и конечного положения к промежутку времени поворота.

2. Плавный пуск и плавное торможение.
Цикл движения называется плавным, если в начальный и конечный 

моменты движения скорость и ускорение тела равны нулю. Закон дви-
жения описывается дважды дифференцируемой функцией времени. 
Реализация плавного движения в эйлеровом повороте осуществляется, 
в частности, при задании функции f t( ) в следующем виде:
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Изменение угловой скорости в этом случае происходит по закону
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Закон изменения углового ускорения
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3. Общий случай движения.
Достаточно общий случай движения тела в эйлеровом повороте 

можно получить с использованием полиномиального закона изме-
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нения функций f t( ) и j t( ), которые связаны между собой соотноше-
нием (1.8.2).В случае, когда рассматривается движение тела из поло-
жения q1 в положение q2 при краевых условиях j j( ) ;0 00= =  w w( ) ;0 0=  
e e( ) ;0 0=  j j( ) ;T T=  w w( ) ;T T=  e e( )T T= , необходимо воспользоваться по-
линомом пятой степени
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С учетом заданных краевых условий находим
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В случае, когда w w e e0 0 0= = = =T T , приходим к закону плавного пу-
ска и торможения.

Пример 1.8.1. Найти закон изменения угловой скорости и положе-
ние оси вращения при эйлеровом повороте из углового положения 
q1 1 0 0 0= [ ], , ,  в положение q2 0 5 0 5 0 5 0 5= - - -[ ]. , . , . , . .
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Решение
Воспользовавшись формулами (1.8.2) и (1.8.3), находим
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Пример 1.8.2. Найти изменение угловой скорости и углового уско-
рения в режиме плавного пуска и торможения из углового положения 
q1 1 0 0 0= [ ], , ,  в угловое положение q2 0 5 0 5 0 5 0 5= - - -[ ]. , . , . , . .

Решение
Воспользовавшись формулами (1.8.5) и (1.8.6), находим
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Вопросы для самоконтроля к параграфу 1.8

1.	 Как формулируется закон изменения угловой скорости на от-
дельном участке интерполяционной сетки?

2.	 Как формулируется закон изменения угла поворота на отдель-
ном участке интерполяционной сетки?

3.	 Как найти положение оси поворота на отдельном участке интер-
поляционной сетки?

4.	 Запишите угловую скорость при равномерном вращении, если 
заданы начальное и конечное угловые положения кватерниона-
ми q1 и q2.

5.	 Запишите закон изменения угловой скорости в режиме плавно-
го пуска и торможения, если заданы начальное и конечное угло-
вые положения кватернионами q1 и q2.

6.	 Запишите закон изменения углового ускорения в режиме плавно-
го пуска и торможения, если заданы начальное и конечное угло-
вые положения кватернионами q1 и q2.

7.	 Запишите закон изменения угла поворота при движении тела 
из положения q1 в положение q2 при произвольных краевых ус-
ловиях.



Глава 2. 
 
Приложение алгебры 
кватернионов  
к некоторым задачам 
механики
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2.1. Визуализация полета самолета по спирали

Одним из самых распространенных приложений алгебры кватер-
нионов является ее использование при решении задач компью-

терной графики. Проиллюстрируем это на примере решения элемен-
тарной задачи, связанной с  визуализацией полета самолета 
по спирали. Для моделирования полета самолета (см. рис. 5), задан-
ного математической моделью (1.3.3), по спирали в качестве подвиж-
ной (связанной с самолетом) системы координат выберем естествен-
ные оси t, ,  n b спиральной траектории движения его центра масс, где 
ось t направлена по оси симметрии самолета, а ось n — к его левому 
крылу. При этом проекции угловой скорости самолета на подвижные 
оси определяются равенствами

	 W W Wt = = =V k V kn b2 10; ; ,	  (2.1.1)

где V — скорость центра масс самолета; k2 — кручение траектории; k1 — 
ее кривизна.

Траекторию движения центра масс самолета зададим в виде урав-
нения
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где R k, ,  w  — параметры спирали.
Кривизна и кручение спиральной траектории постоянны. Они опре-

деляются в соответствии со следующими равенствами:

	 k
R

R k1 2 2=
+

;  k
k

R k2 2 2=
+

.

Записывая кинематические уравнения (1.6.8) и выполняя их чис-
ленное интегрирование при начальных условиях q = [ , , , ]1 0 0 0 , фор-
мируем с помощью равенства (1.4.4) функциональную матрицу вра-
щения. Далее, используя математическую модель самолета (1.3.3), 
находим уравнение, описывающее его устойчивое движение по спи-
ральной траектории,
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где J  — угол тангажа самолета в  его начальном положении, 
cosJ

w

w
=

+ ( )
R

k R2 2
.

Координаты кватерниона, входящие в матрицу R t( ), можно найти 
путем интегрирования дифференциальных уравнений (1.6.8) после 
подстановки в  них проекций вектора угловой скорости самолета 
по формулам (2.1.1).

Графики изменения координат кватерниона при рассмотренном 
полете самолета по спирали представлены на рис. 24.

Рис. 24. Графики изменения координат кватерниона  
при полете самолета по спирали

На рис. 25 представлен фрагмент анимации полета по спирали.

Рис. 25. Фрагмент анимации полета по спирали (w = = =0 25 0 75 20. ; . ;k R )
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2.1. Визуализация полета самолета по спирали

Анимация полета по  спирали [https://www.youtube.com/
watch?v=39KTU3DL1wg] реализована в пакете компьютерной алгебры.

Варианты задания к расчетной работе

Найти проекции скорости самолета на неподвижные оси при сле-
дующих значениях кривизны и кручения его спиральной траектории.

Варианты Скорость, м/с Кривизна k1, 1/м Кручение k2, 1/м
1 5 0,02 0,001
2 5 0,03 0,001
3 5 0,04 0,001
4 5 0,05 0,002
5 5 0,06 0,002
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2.2. Плавное сферическое движение по кратчайшей 
траектории через узлы решетки на группе SO(3)

Известно, что задача о равномерном распределении точек на дву-
мерной сфере в трехмерном пространстве может быть решена 

с использованием правильных многогранников (тел Платона) (рис. 26).

Рис. 26. Тела Платона (слева направо: тетраэдр, октаэдр, гексаэдр, додекаэдр,  
икосаэдр)

Существование равномерного распределения конечного числа то-
чек на трехмерной гиперсфере в четырехмерном евклидовом простран-
стве доказывается существованием пяти центросимметричных пра-
вильных четырехмерных многогранников, вписанных в трехмерную 
гиперсферу единичного радиуса. Этими многогранниками являются 
(в скобках указано число вершин): тессеракт (16), шестнадцатиячей-
ник (8), двадцатичетырехъячейник (24), стодвадцатиячейник (600), 
шестисотячейник (120).

Таким образом, c учетом взаимно-однозначного отображения 
группы Sp(1) на единичную гиперсферу и двулистного накрытия ею 
группы SO(3), открывается путь к моделированию дискретного на-
бора ориентаций твердого тела, равномерно заполняющих ориента-
ционное пространство. При этом необходимо выполнить процедуру 
отбрасывания половины вершин по условию тождественности ква-
тернионов q и –q.

В качестве примера дискретного заполнения ориентационного про-
странства выберем ориентации, соответствующие вершинам двадца-
тичетырехъячейника с координатами ±[ ]1 0 0 0, , , , 0 1 0 0, , ,±[ ], 0 0 1 0, , ,±[ ], 
0 0 0 1, , ,±[ ], ± ± ± ±й

лк
щ
ыъ
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2

1
2

1
2
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, , , . После отбрасывания зеркально симметрич-
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ных вершин остаются двенадцать вершин и находятся соответствую-
щие единичные кватернионы:

1 — q1 1 0 0 0= [ ], , , , 2 — q2 0 1 0 0= [ ], , , , 3 — q3 0 0 1 0= [ ], , , , 4 — q4 0 0 0 1= [ ], , , ,
5 — q5 0 5 0 5 0 5 0 5= [ ]. , . , . , . , 6 — q6 0 5 0 5 0 5 0 5= -[ ]. , . , . , . , 
7 — q7 0 5 0 5 0 5 0 5= -[ ]. , . , . , . , 8 — q8 0 5 0 5 0 5 0 5= -[ ]. , . , . , . , 
9 — q9 0 5 0 5 0 5 0 5= - -[ ]. , . , . , . , 10 — q10 0 5 0 5 0 5 0 5= - -[ ]. , . , . , . ,

11 — q11 0 5 0 5 0 5 0 5= - -[ ]. , . , . , . , 12 — q12 0 5 0 5 0 5 0 5= - - -[ ]. , . , . , . .

Для упорядочения ориентаций, задаваемых этими кватернионами, 
определим угловые расстояния, приведенные в таблице ниже, задава-
емые следующим равенством

	 Jk k k k, arccos+ += Ч( )1 1q q ,

где q qk kЧ +1 — скалярное произведение кватернионов.
Угловые расстояния Jk k, +1 между дискретными ориентациями

q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9 q10 q10 q12

q1 0
q2 π/2 0
q3 π/2 π/2 0
q4 π/2 π/2 π/2 0
q5 π/3 π/3 π/3 π/3 0
q6 π/3 2π/3 π/3 π/3 π/3 0
q7 π/3 π/3 2π/3 π/3 π/3 π/2 0
q8 π/3 π/3 π/3 2π/3 π/3 π/2 π/2 0
q9 π/3 2π/3 2π/3 π/3 π/2 π/3 π/3 2π/3 0
q10 π/3 π/3 2π/3 2π/3 π/2 2π/3 π/3 π/3 π/2 0
q11 π/3 2π/3 π/3 2π/3 π/2 π/3 2π/3 π/3 π/2 π/2 0
q12 π/3 2π/3 2π/3 2π/3 2π/3 π/2 π/2 π/2 π/3 π/3 π/3 0

Из 39 916 800 маршрутов, которые проходят через двенадцать вы-
бранных вершин двадцатичетырехъячейника, можно отобрать двенад-
цать кратчайших. В дальнейшем используется маршрут

	 1 12 11 3 8 10 2 7 9 6 5 4® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® .

Как видно из приведенной выше таблицы, угловое расстояние меж-
ду вершинами и соответствующими кватернионами в этом случае оди-
наковое и равно π/3.
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Построение кратчайшей траектории в пространстве ориентаций 
осуществим при помощи набора дуг большого круга на поверхности 
единичной гиперсферы, соединяющих выбранные вершины. Для по-
строения закона плавного движения по соответствующей траектории 
используем гладкую нелинейную интерполяцию кватернионов (1.7.2). 
Воспользуемся при этом весовой функцией (1.8.4).

Для удобства аналитического представления закона плавного дви-
жения твердого тела в ориентационном пространстве по кратчайшей 
траектории перенумеруем вершины двадцатичетырехъячейника и со-
ответствующие им кватернионы по правилу

	
1 0 12 1 11 2 3 3 8 4 10 5

2 6 7 7 9 8 6 9 5 10 4 11

« « « « « «
« « « « « «

, , , , , ,

, , , , , ,

тогда на отрезке t TО[ ]0,  по значениям кватернионов q qk k kt= ( ) в уз-
лах tk сетки D11 0 1 110О = < < < ={ }t t t T  согласно формуле (1.7.3) стро-
ится следующая интерполирующая функция q t( ):

	
q q qt H t f t f tk k
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Закон плавного перемещения точек твердого тела в пространстве 
ориентаций по кратчайшей траектории, проходящей через точки про-
странства, равномерно его заполняющие, записывается в виде преоб-
разования
	 r t r=R( ) 0,

где R t( ) — функциональная матрица поворота (1.4.4); r0 — радиус-век-
тор некоторой фиксированной точки твердого тела в начальный мо-
мент движения.

Предложенный алгоритм нахождения закона плавного движения 
по кратчайшей траектории иллюстрируется с помощью 3D анимации, 
выполненной с использованием пакета компьютерной алгебры [URL: 
https://www.youtube.com/watch?v=_k00jJIBqWY]. 

Плавное движение тела при обходе вершин двадцатичетырехъя-
чейника до их упорядочения проиллюстрировано анимацией [URL: 
https://www.youtube.com/watch?v=KwqQVov83jk].
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На рис. 27 представлены последовательно дискретные ориентации 
твердого тела, соответствующие значениям кватернионов q qk k kt= ( ) 
в узлах tk сетки D11 0 1 110О = < < < ={ }t t t T .

Рис. 27. Кадры двенадцати ориентаций твердого тела, равномерно заполняющих 
ориентационное пространство, из анимации плавного движения

Изменение положения осей подвижной системы координат иллю-
стрируется с помощью движения точек на единичной двумерной сфе-
ре S 2, координаты которых заданы тройками направляющих косину-
сов Q Q Q11 12 13, ,( ), Q Q Q21 22 23, ,( ), Q Q Q31 32 33, ,( ) . При этом матрица 
направляющих косинусов в кватернионном представлении имеет вид:
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На рис. 28 показаны следы, оставляемые точками пересечения осей 
подвижной системы координат со сферой S 2, при движении твердого 
тела по кратчайшей траектории.

Рис. 28. Следы осей (а) OX1 (красный) (б), OX 2 (зеленый) (в),  
OX 3 (синий) (г) на единичной сфере

Перемещение твердого тела по кратчайшему маршруту в ориента-
ционном пространстве осуществляется как результат последователь-
ных поворотов на угол 2π/3 вокруг осей, равно наклоненных к осям 
глобальной системы координат.

а

б в г
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Варианты задания к расчетной работе

Определить суммарный угол поворота твердого тела и сравнить его 
с полученным в движении по кратчайшей траектории, если движение 
происходит по заданному маршруту.

Вариант Маршрут
1 q q q q1 3 2 8[ ]®[ ]®[ ]®[ ]
2 q q q q1 2 3 8[ ]®[ ]®[ ]®[ ]
3 q q q q1 4 5 8[ ]®[ ]®[ ]®[ ]
4 q q q q1 5 4 8[ ]®[ ]®[ ]®[ ]
5 q q q q1 5 2 8[ ]®[ ]®[ ]®[ ]
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Повышенные технические требования, предъявляемые при раз-
работке системы ориентации и управления движением КА в це-

лях повышения их надежности и точности, привели к созданию но-
вых научно-технических подходов и построению системы ориентации 
и управления движением на базе бесплатформенной инерционной на-
вигационной системы (БИНС). Эти системы хорошо уже апробирова-
ны и показали свою перспективность при создании в РКК «Энергии» 
транспортных пилотируемых кораблей «Союз-Т/ТМ», грузовых ко-
раблей «Прогресс-М/М1», станции «Мир» и спутников связи «Ямал». 
БИНС не имеет подвижных частей, абсолютно бесшумна, механиче-
ски сравнительно прочна, не требует специального обслуживания, 
имеет хорошие показатели наработки на отказ (до 80 тыс. ч у некото-
рых моделей) и малое энергопотребление (десятки ватт).

БИНС позволяет разделить управление на два контура: кинемати-
ческий — построение требуемых опорных базисов и динамический, 
описывающий процесс стабилизации в выбранном опорном базисе. 
В частности, при определении ориентации КА относительно инерци-
альной системы координат используется широкоугольный звездный 
датчик для приема изображения звездного неба и его компьютерной 
обработки. За счет достаточно широкого поля зрения (8°) прибор мо-
жет визировать более 3‑х звезд и тем самым определять три угловые 
координаты.

Динамический контур управления имеет дело с управляющими мо-
ментами, воздействующими на КА и вызывающими изменения его 
угловой скорости вращения. Управляющие моменты создаются либо 
за счет внешних (реактивных) сил, либо за счет инерционных махо-
виков. Основными исполнительными органами ориентации являются 
инерционные маховики. При этом возможны различные способы их 
ориентации относительно строительных осей КА. Наиболее распро-
страненными случаями расположения инерционных маховиков явля-
ется использование четырех или шести маховиков. При использова-
нии четырех маховиков, три устанавливаются по строительным осям 
КА, а четвертый (резервный) — по биссектрисе. Возможны и другие 
схемы их установки.
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При отсутствии внешних моментов, дифференциальные уравне-
ния движения КА находят с помощью закона сохранения кинетиче-
ского момента

	 dK
dt

KC
C





= =0, const.

В дальнейшем принимается следующая схема расположения четы-
рех двигателей-маховиков: три по осям КА, четвертый по биссектри-
се (рис. 29).

Рис. 29. Схема расположения двигателей-маховиков в КА

В этом случае проекции вектора кинетического момента на главные 
центральные оси инерции записываются в виде следующих равенств:

	

K t A p t H t H t

K t B q t H t H t

K t

1 1 4

2 2 4

3

1

3
1

3

( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( );

( )

= + +

= + +

=CC r t H t H t( ) ( ) ( ),+ +3 4

1

3

где A B C, ,   — моменты инерции КА; p t q t r t( ), ( ), ( )   — проекции векто-
ра угловой скорости КА на главные оси; Hi  — кинетические моменты 
маховиков, H Ii i i= w . 
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Из закона сохранения кинетического момента
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	  (2.3.1)

где p q r0 0 0, ,   — угловые скорости КА в начале корректирующего ма-
невра; wi ( )0 0= — угловые скорости маховиков в начальном положении 
КА, wi ( )0 0=  i =( )1 4, ,   .

Путем изменения угловых скоростей маховиков обеспечивается 
управление ориентацией КА.

Положение КА определяется функцией единичного кватерниона 
q t( ), которая находится путем сферической нелинейной интерполя-
ции кватернионов,
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; q1 1 0 0 0= [ ], , , ; q2 — 

кватернион, определяемый положением КА в конце корректирующе-
го маневра; Т — время маневра.

Указанный выбор весовой функции f t( ) позволяет моделировать 
корректирующее движение КА, обеспечивая плавное движение 
по кратчайшей траектории в конфигурационном пространстве на груп-
пе вращений SO( )3 , совпадающей с дугой большого круга единичной 
гиперсферы S3.
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Для получения уравнения движения находится функциональная 
матрица поворота (1.4.4)
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и движение каждой точки вращающегося КА в неподвижных осях за-
дается с помощью следующего матричного алгоритма:

	 r t t r t( ) ( ) ( )=R 0 .

Оптимальное движение КА осуществляется за счет возникновения 
управляющих моментов от работающих двигателей-маховиков. По ки-
нематическим соотношениям (1.6.5)
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   q t q t q t q t q t q t q t q t

	  (2.3.2)

и уравнениям (2.3.1) можно найти требуемые законы изменения угло-
вых скоростей p t q t( ), ( ) и r t( ).

Процедура оптимального управления зависит от того, какие двига-
тели-маховики обеспечивают требуемый маневр.

При неработающем резервном двигателе-маховике, с использова-
нием кинематических уравнений (2.3.2) и условия w4 0( )t є  из уравне-
ний (2.3.1) находим

	 w w w1
1

2
2

3
3

( ) ( ); ( ) ( ); ( ) ( ).t
A
I

p t t
B
I

q t t
C
I

r t= - = - = -

При значениях параметров

	 A B C I I I T= = = = = = =10 20 30 1 201 2 3; ; ; ;     

	 и q2 = - - -[ ]0 5 0 5 0 5 0 5. , . , . , . ,

соответствующие графики изменений координат кватерниона положе-
ния КА, его угловых скоростей и угловых скоростей маховиков пред-
ставлены на рис. 30–32.
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Рис. 30. Графики изменения координат кватерниона положения КА  
(q t q t q t1 2 3( ) ( ) ( )є є )

Рис. 31. Графики изменения угловых скоростей КА (p t q t r t( ) ( ) ( )є є )

Рис. 32. Графики изменения угловых скоростей маховиков

При отказе первого двигателя-маховика и замене его резервным, 
из уравнений (2.3.2) находим

	 w4
4

3
( ) ( );t

A
I

p t=
Ч
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	 w w2
2

4

2
4

1

3
( ) ( ) ( );t

B
I

q t
I
I

t= - +

	 w w3
3

4

3
4

1

3
( ) ( ) ( ).t

C
I

p t
I
I

t= - +

При тех же значениях параметров и дополнительном условии I 4 1= , 
законы изменения координат кватерниона положения и угловых ско-
ростей сохраняются. Графики изменения угловых скоростей махови-
ков представлены на рис. 33.

Рис. 33. Графики изменения угловых скоростей маховиков

Результаты моделирования верифицированы путем созда-
ния анимации корректирующего движения КА при оптималь-
ном управлении тремя основными двигателями-маховиками [URL:  
https://www.youtube.com/watch?v=uCgJuyOO5Lo] и при оптимальном 
управлении с использованием резервного двигателя-маховика [URL: 
https://www.youtube.com/watch?v=ugNsZfojclI].

Варианты задания к расчетной работе

Найти законы изменения угловых скоростей основных двигателей-
маховиков для реализации разворота объекта управления из углового 
положения q1 в угловое положение q2.

Вариант А, кг·м 2 В, кг·м 2 С, кг·м 2 I1, кг·м 2 I2, кг·м 2 I3, кг·м 2 Т, с
1 10 25 30 1 2 3 5
2 10 25 30 2 1 3 10
3 10 25 30 3 1 2 15
4 10 25 30 1 3 2 20
5 10 25 30 3 2 1 25
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Вариант q1 q2

1  [1,0,0,0] 0 5 0 5 0 5 0 5. , . , . , .[ ] 
2  [1,0,0,0] -[ ]0 5 0 5 0 5 0 5. , . , . , .

3  [1,0,0,0] 0 5 0 5 0 5 0 5. , . , . , .-[ ]
4  [1,0,0,0] 0 5 0 5 0 5 0 5. , . , . , .-[ ]
5  [1,0,0,0] 0 5 0 5 0 5 0 5. , . , . , .-[ ]
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Драматическая история о потере связи с советской орбитальной 
станцией «Союз‑7» и об экспедиции по ее спасению послужи-

ла сюжетом для блокбастера с одноименным названием, вышедшего 
на экраны осенью 2017 г. Прототипами героев, спасших орбиталь-
ную станцию летом 1985 г., были советские космонавты — командир 
корабля Владимир Александрович Джанибеков и бортинженер Вик-
тор Петрович Савиных. В рассказе о подвиге, совершенном в экстре-
мальных условиях, к сожалению, не нашлось места для описания уди-
вительного открытия, сделанного В. Джанибековым. Он увидел, что 
гайка-барашек, скрученная в невесомости с длинной шпильки, про-
летает немного и разворачивается на 180°, потом, еще пролетев, опять 
разворачивается [https://www.youtube.com/watch?v=agEn8M5SM_o].

В рамках классической механики это объясняется тем, что вращение 
вокруг оси со средним значением осевого момента инерции является 
неустойчивым. В общем случае, согласно динамическим уравнениям 
Эйлера, свободное вращение твердого тела описывается с помощью 
системы дифференциальных уравнений

	

I p I I q r

I q I I r p

I r I I pq

x y z

y z x

z x y







- -( ) =

- -( ) =

- -( ) =

0

0

0

;

;

,

	  (2.4.1)

где I I Ix y z, ,   — моменты инерции относительно главных осей; p q r, ,   — 
проекции вектора угловой скорости на главные оси.

Используя кинематические уравнения (1.6.8)
	







q q p q q q r

q q p q q q r

q q q q r q p

0 1 2 3

1 0 3 2

2 0 1 3

1
2

1
2
1
2

= - + +( )

= - +( )

= - +

;

;

(( )

= - +( )

;

,q q r q p q q3 0 2 1

1
2
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





q q p q q q r

q q p q q q r

q q q q r q p

0 1 2 3

1 0 3 2

2 0 1 3

1
2

1
2
1
2

= - + +( )

= - +( )

= - +

;

;

(( )

= - +( )

;

,q q r q p q q3 0 2 1

1
2

	  

(2.4.2)

получаем динамическую математическую модель, состоящую из семи 
дифференциальных уравнений (2.4.1) и (2.4.2), которая описывает сво-
бодное вращение твердого тела. Результаты численного интегриро-
вания данных уравнений в пакете компьютерной алгебры приведены 
на рис. 34. При этом были выбраны следующие начальные условия:

	
q q q q

p q
0 1 2 3

3

0 1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 1 10

( ) ; ( ) ; ( ) ; ( ) ;

( ) ; ( )

= = = =

= = Ч - рад/с  раад/с; ( ) .r 0 0=

Осевые моменты инерции гайки

	 I I Ix y z= Ч Ч = Ч Ч = Ч Ч- - -7 10 2 10 8 107 7 7кг м  кг м  кг м2 2 2; ; .

а

б

Рис. 34. Графики изменения:
а — координаты кватерниона, задающего повороты твердого тела; б — проекции вектора 
угловой скорости твердого тела на главные оси, соответственно розовая, синяя и зеленая 

линии
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Найденное решение позволяет получить функциональную матрицу 
поворота (1.4.4) и выполнить анимацию свободного вращения твердого 
тела. На рис. 35 приведены кадры анимации «кувырка» гайки-барашка.

а

в

б

г

Рис. 35. Кадры анимации «кувырка», демонстрирующего эффект Джанибекова 
в моменты времени: (а) t1 = 0 с; (б) t2 = 5 с; (в) t3 = 15 с; (г) t4 = 20 с  

[URL: https://youtu.be/_Qd6JLkfTGs]

Классическая механика описывает это движение как неустойчивое 
возмущенное движение. Начальным возмущением в нашем примере 
является наличие очень малой составляющей начальной угловой ско-
рости q( )0 1 10 3= Ч -  рад/с.

Интерес представляет рассмотрение критического случая в зада-
че интегрирования дифференциальных уравнений Эйлера, когда 
m hI y

2 2=  (m — кинетический момент тела относительно центра масс; 
h — его кинетическая энергия; I y — промежуточный момент инер-
ции). Решение в таком случае находится аналитически в терминах 
гиперболических функций. Несмотря на многовековую историю дан-
ной задачи, российскому ученому С. Ф. Адлай в 2017 г. удалось об-
наружить новое удивительное свойство этого решения. Оказывает-
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ся, существует фиксированная в  твердом теле ось (ось Галуа), 
располагающаяся ортогонально оси с промежуточным моментом 
инерции, которая при движении твердого тела вращается равномер-
но независимо от того, свершает ли тело «кувырок» или вращается 
перманентно. [URL: https://www.youtube.com/watch?v=e9wGPh-iiRw] 
[URL: http://cyclowiki.org/wiki/Ось_Галуа ].

Варианты задания к расчетной работе

Оценить время кувырка гайки Джанибекова при следующих значе-
ниях ее начальной угловой скорости. Осевые моменты инерции гайки:

	 I I Ix y z= Ч Ч = Ч Ч = Ч Ч- - -7 10 2 10 8 107 7 7кг м кг м кг м2 2 2, , .

Вариант р(0), рад/с q(0), рад/с r(0) 
1 2 1·10–3 0
2 3 1·10–3 0
3 4 1·10–3 0
4 5 1·10–3 0
5 6 1·10–3 0
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Рассмотрим систему, состоящую из шара с тремя установленными 
в нем двигателями-маховиками и балансирами (рис. 36), который 

катится по плоскости без проскальзывания. При этом будем полагать, 
что конструкция системы удовлетворяет следующим ограничениям:

1) центр масс всей системы шар – маховики – балансиры находит-
ся в геометрическом центре шара;

2) все маховики осесимметричны и оси вращения совпадают с их 
осями симметрии, то есть их вращение не меняет распределение масс 
системы;

3) оси вращения роторов ортогональны и совпадают с главными 
осями инерции системы, а их угловые скорости являются функциями 
времени wk t k( ), , ,=1 2 3  .

Рис. 36. Шар Чаплыгина на неподвижной плоскости Ox x x1 2 3  
с тремя двигателями-маховиками и балансирами

Пусть матрица тензора инерции системы шар – маховики – ба-
лансиры в главных осях I   = ( )diag I I I1 2 3, , , моменты инерции махо-
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виков ik  k =( )1 2 3, ,  , радиус шара равен a. Требуется найти программ-
ное управление, задаваемое функциями wk t( ), k =( )1 2 3, ,  , при котором 
точка контакта P  движется по кусочно-гладкой траектории соглас-
но закону

	 x x t k t Tk k= = Ј Ј( ), , , .1 2 0 	  (2.5.1)

Кинематика движения шара полностью определяется уравнения-
ми (2.5.1) и уравнением неголономной связи

	






v a iC + ґ =w 3 0.	  (2.5.2)

Из уравнений (2.5.1) и (2.5.2) следует, что при качении шара, про-
екции вектора его абсолютной угловой скорости на неподвижные оси 
определяются по равенствам

	 w w w1
2

2
1

3 0= = - =
 x
a

x
a

; ; .	  (2.5.3)

Воспользуемся кватернионной записью кинематических уравне-
ний в виде линейных дифференциальных уравнений для определения 
координат кватерниона положения q    = [ ]q q q q0 1 2 3, , ,  через проекции 
вектора угловой скорости на оси неподвижной системы координат
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qq q

q q q q

1 3 3 1

3 0 3 2 1 1 2

1
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w w

w w w

-( )

= + -( )

;



	  (2.5.4)

c начальным условием q
t=

= [ ]0
1 0 0 0, , , .

С учетом соотношений (2.5.3) дифференциальные уравнения (2.5.4) 
могут быть переписаны в виде
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	  (2.5.5)

c начальным условием q
t=

= [ ]0
1 0 0 0, , , .

Результат интегрирования этих уравнений позволяет найти положе-
ние всех точек оболочки шара в любой момент времени из уравнения

	
  

r t u v r t t r u v( , ) R ( ),, ,= ( ) + ( ) 0

где 


r t x t x t a
T( ) = ( )1 2( ), ( ),  


r u v a u v a u v a v
T

0( ), cos sin , sin sin , cos= ( ) ; 

R t( ) — матрица поворота, 
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Кадры анимации движения шара при различных законах его дви-
жения приведены на рис. 37.

Для получения динамических уравнений движения системы 
шар – маховики – балансиры воспользуемся теоремами о движении 
центра масс и об изменении кинетического момента в относитель-
ном движении
	 mv m g RC

�� � �
= + ;	  (2.5.6)

	
�� � �

K RC = ґr ,	  (2.5.7)

где 


R — реакция неподвижной плоскости.
Дифференцируем уравнение связи (2.5.2) и с помощью получаемо-

го соотношения исключаем реакцию неподвижной плоскости из ра-
венств (2.5.6) и (2.5.7). В результате приходим к уравнению

	
�� ��K maC = 2w.
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Интегрируя это равнение в предположении о неподвижности шара 
в начальный момент времени, находим

	




K maC = 2w.

а

в

б

г

Рис. 37. Кадры анимации при законах движения:
a — x t1 5 2= sin ; x t2

210= sin ; б — x t1 5 2= ( )sin j ; x t2 10= ( )sinj ;

j
j
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6 3 15 7 10 4
5 4
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4
3 22

3ж

и
з

ц

ш
чt ; j pt = 2 ; wt = 0; t =10;  

в — x t1 4 3= sin ; x t2 6 4= sin ; г — x t1
35 0 2= cos . ; x t2

35 0 2= sin .

В проекциях на оси подвижной системы координат имеем
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где Wk — проекции вектора угловой скорости на главные оси,
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откуда
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Для решения задачи управления остается выразить координаты Wk 
вектора угловой скорости в подвижной системе координат через функ-
ции (2.5.1), определяющие закон движения шара. Для этого достаточ-
но воспользоваться преобразованием

	
W
W
W

1

2

3

1

2

3

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
=

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

Q

w
w
w

,

где Q — матрица направляющих косинусов, 
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Управление движением шара маховиками при заданном законе дви-
жения осуществляется по алгоритму
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2
1

1
0
2

1
2

2
2

3
2

2 0 3 1 2 12=
-

+ - -( ) - +( )й
л

щ
ы

ma I
i a

q q q q x q q q q x ;

	 � � �w2

2
2

2
1 2 0 3 2 0

2
1
2

2
2

3
2

12=
-

-( ) - - + -( )й
л

щ
ы

ma I
i a

q q q q x q q q q x ;

	 � � �w3

2
3

3
0 2 1 3 2 2 3 0 1 12 2=

-
+( ) - -( )йл щы

ma I
i a

q q q q x q q q q x .

Координаты кватерниона положения q = [ ]q q q q0 1 2 3, , ,  находятся 
из решения линейного дифференциального уравнения (2.5.6).

В качестве примера найдем законы изменения угловых скоростей 
маховиков при движении шара по закону
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	 x t x t t1
3

2
35 0 2 5 0 2 0 10= = Ј Јcos . ; sin . ; p,

полагаем при этом, что m =10; I = ( )diag 10 20 30, , ; i i i1 2 3 1= = = ; a = 2 5. .
Результат интегрирования системы дифференциальных уравне-

ний (2.5.5) приведен на рис. 38.

Рис. 38. Графики изменения координат кватерниона ориентации  
шара Чаплыгина

Графики изменения проекций угловой скорости шара на непод-
вижные оси приведены на рис. 39.

Рис. 39. Графики проекций угловой скорости шара Чаплыгина  
на неподвижные оси

Графики изменения проекций угловой скорости шара на подвиж-
ные оси приведены на рис. 40.

ω

ω

ω
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Рис. 40. Графики проекций угловой скорости шара Чаплыгина на подвижные оси

Графики изменения угловых скоростей маховиков приведены 
на рис. 41.

Рис. 41. Графики изменения угловых скоростей маховиков

Графики законов вращения маховиков приведены на рис. 42.

Рис. 42. Графики законов вращения маховиков

Кадры анимации движения шара с маховиками приведены на рис. 43.

ω

ω

ω

φ

φ

φ
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а

в

б

г

Рис. 43. Кадры анимации  
[URL: https://www.youtube.com/watch?v=9PVqnH1Ap9A] движения шара:

а — t = 7 с; б — t = 14 с; в — t = 21 с; г — t = 28 с

Варианты задания к расчетной работе

Найти законы изменения угловых скоростей двигателей-махови-
ков для реализации качения шара Чаплыгина по заданной траектории.

Вариант m, кг I1, 
10–4·кг·м 2

I2, 
10–4·кг·м 2

I3, 
10–4·кг·м 2

i1, 
10–4·кг·м 2

i2, 
10–4·кг·м 2

i3, 
10–4·кг·м 2

1 0,02 1 2,5 3 0,1 0,2 0,3
2 0,02 1 2,5 3 0,2 0,1 0,3
3 0,02 1 2,5 3 0,3 0,1 0,2
4 0,02 1 2,5 3 0,2 0,3 0,1
5 0,02 1 2,5 3 0,3 0,2 0,1

Вариант а, см х1(t), см х2(t), см
1 0,025 0,05sin0,4t 0,1sin 20,2t
2 0,025 0,05sin0,4t 0,1sin0,2t
3 0,025 0,04sin0,2t 0,06sin0,4t
4 0,025 0,05cos 30,2t 0,05sin 30,2t
5 0,025 0,1cos0,25t 0,05cos0,5t
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Универсальный шарнир (шарнир Кардана — Гука) — это основ-
ной узел карданной передачи — механизма, передающего кру-

тящий момент у валов с пересекающими осями. Карданные передачи 
находят широкое применение в автомобилестроении, при изготов-
лении сельскохозяйственных и дорожных машин, в механическом 
оборудовании металлургических производств и пр. Универсальный 
шарнир состоит из двух вилок, жестко соединенных с валами, и кре-
стовины (рис. 44).

Рис. 44. Шарнир Кардана — Гука

Универсальный шарнир получил свое название по имени Джеро-
ламо Кардано, который описал, не претендуя на авторство, в книге 
«Хитроумное устройство вещей» в 1550 г. устройство подвеса, позво-
ляющее сохранять твердому телу свою ориентацию в пространстве. 
Конструкция подвеса была известна еще в Древнем Китае и Древ-
ней Греции, где он применялся при изготовлении кресла императора, 
неопрокидывающихся масляных светильников и чернильниц. Роберт 
Гук в 1676 г. впервые предложил использовать универсальный шар-
нир в силовых передачах при изготовлении астрономических прибо-
ров, дав ему соответствующее название. Первые теоретические работы, 
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посвященные кинематике универсального шарнира, выполнены Ро-
бертом Уиллисом в 1841 г. и Жан-Виктором Понселе в 1845 г. и были 
посвящены установлению связи кинематических характеристик ве-
дущего и ведомого вала. Крестовина универсального шарнира совер-
шает достаточно сложное сферическое движение, но оно легко может 
быть описано с помощью кватернионной модели.

Основной результат кинематики универсального шарнира относит-
ся к установленной связи между угловой скоростью ведомого вала w2 
и угловой скоростью ведущего вала w1, задаваемой в виде соотношения

	 w
a

a j
w2 2 2

1
11

=
-

cos
sin sin

,	  (2.6.1)

где a — угол между осями валов; j1 — угол поворота первого вала.
Этот результат был найден путем дифференцирования по времени 

следующего равенства, полученного с помощью геометрического ме-
тода
	 tg tg cos ,j j a2 1= 	  (2.6.2)

где j2 — угол поворота второго вала.
Формула (2.6.1) получена при условии, что в начальном положении 

вилка ведущего вала расположена в плоскости осей пересекающихся 
валов. Если вилка ведущего вала перпендикулярна этой плоскости, 
то связь между угловыми скоростями задается в виде соотношения

	 w
a

a j
w2 2 2

1
11

=
-

cos
sin cos

.

Для задания ориентации крестовины универсального шарнира ис-
пользуем самолетные углы: J — угол тангажа; y — угол курса; g — угол 
крена (рис. 45). При этом ось Ox2 опорной системы координат с нача-
лом в центре крестовины направлена вертикально, а ось Ox3 — в гори-
зонтальной плоскости по оси ведущего вала. Угол тангажа J опреде-
ляется поворотом ведущего вала вокруг оси O x3 опорной системы 
против хода часовой стрелки от оси Оx1 к оси Ox2. В результате этого 
поворота получается система координат Ox x xў ў ў1 2 3. Угол курса y в дан-
ной задаче равен нулю. Угол крена g определяет поворот крестовины 
вокруг оси Oxў1 от оси Oxў2 к оси O xў3. В результате последовательного 
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выполнения этих поворотов получается связанная с крестовиной си-
стема координат Ox x xўў ўў ўў1 2 3 .

Рис. 45. Пример задания ориентации крестовины с помощью самолетных углов

Справедливо следующее утверждение: для углов J, g и a, определя-
ющих положение крестовины универсального шарнира (рис. 46), в лю-
бой момент времени выполняется равенство

	 tg tga g Jcos =1.

Для доказательства утверждения находим матрицу направляющих 
косинусов преобразования Ox x x Ox x x1 2 3 1 2 3® ўў ўў ўў

	

Q =
-

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч
-
ж

и

1 0 0

0

0

0

0

0 0 1

cos sin

sin cos

cos sin

sin cosg g
g g

J J
J Jзз

з
з

ц

ш

ч
ч
ч
=

= -
-

cos sin

cos sin cos cos sin

sin sin sin cos

J J
g J g J g
g J g J

0

ccos

, ,

g

ж

и

з
з
з

ц

ш

ч
ч
ч

= ўўЧQ e eij i j

 

где 
ўўei  и 



e j — базисные векторы систем координат Ox x xўў ўў ўў1 2 3  и Ox x x1 2 3 .
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При этом базисный вектор 
ўўe3  представим в виде разложения

	
   ўў = + +e Q e Q e Q e3 31 1 32 2 33 3.

Вводя в рассмотрение единичный вектор 


e оси ведомого вала

	
  

e e e= +sin cosa a2 3,

из условия
	

 ўў Ч =e e3 0

находим
	 sin sin cos cos cosa g J a g- = 0,

откуда
	 tg tga g Jcos =1.

Из этого равенства следует, что при движении крестовины, угол 
крена g меняется по закону

	 g
p

a J( ) ( cos ( ))t t= -
2

arc tg tg .	  (2.6.3)

Для доказательства равенства (2.6.2) принимаем во внимание, что

	
   ўў = - +e e e e3 2 1 2 2 2 3sin cos cos cos sinj j a j a ; 

	
  ўў = +e e e1 1 2cos sinJ J ; 

 ўў Ч ўў =e e3 1 0;  j J1 = .

Находим
	 sin cos cos cos sinj j j a j2 1 2 1 0- = ,

откуда
	 tg tg cosj j a2 1= .

По равенству (2.6.2), с  учетом области значений функции 
arc tg tgj a1 cos( ), нельзя записать закон изменения угла поворота ве-
домого вала на всем интервале времени. При необходимости получе-
ния такого закона можно воспользоваться равенством (2.6.1), тогда

	 j
a

a j
j2 2 2

1
1

0 1
=

-т
cos

sin sin ( )t
dt

t

 .

Для описания сферического движения крестовины воспользуемся 
кватернионной моделью, согласно которой координаты единичного 
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кватерниона ориентации связаны с самолетными углами соотноше-
ниями (1.5.4).

При равномерном вращении ведущего вала с угловой скоростью w, 
с учетом равенств (1.5.4), (2.6.3) и y = 0 для координат кватерниона на-
ходим

	 q
t

t0 2
1
2 2

= -й
лк

щ
ыъ

cos cos ( cos ) ;
w p

a warc tg tg

	 q
t

t1 2
1
2 2

= -й
лк

щ
ыъ

cos sin ( cos ) ;
w p

a warc tg tg

	 q
t

t2 2
1
2 2

= -й
лк

щ
ыъ

sin sin ( cos ) ;
w p

a warc tg tg

	 q
t

t3 2
1
2 2

= -й
лк

щ
ыъ

sin cos ( cos ) .
w p

a warc tg tg

Положение любой точки крестовины при известном ее начальном 
положении определяется функцией

	 r t t r( ) ( )=R 0,

где R( )t  — матрица поворота (1.4.4).

При значениях w = 0 5,  рад/с и a p
=

6
 в пакете компьютерной алгебры 

выполнены анализ и анимация движения крестовины универсально-
го шарнира [URL: https://youtu.be/DnEq4CxJKig] (рис. 46–48).

Рис. 46. График изменения угла крена крестовины универсального шарнира

γ
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Рис. 47. График изменения угла поворота ведомого вала

Рис. 48. Графики изменения координат кватерниона ориентации  
крестовины универсального шарнира

По координатам кватерниона могут быть найдены проекции век-
тора угловой скорости на связанные оси из следующих кинематиче-
ских соотношений:

	 W1 1 0 0 1 3 2 2 32= - - +( )   q q q q q q q q ;

	 W2 2 0 0 2 1 3 3 12= - - +( )   q q q q q q q q ;

	 W3 3 0 0 3 2 1 1 22= - - +( )   q q q q q q q q .

На рис. 49 приведены графики изменения координат вектора угло-
вой скорости

Путем непосредственной проверки можно убедиться, что для вра-
щающейся крестовины справедливо равенство

	 W W W3 1 2 0+ = .

φ
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Рис. 49. Графики изменения проекций вектора угловой скорости крестовины 
на связанные оси

Проекции вектора угловой скорости крестовины wi на неподвиж-
ные оси записываются в виде равенств

	 � � � � �w1 1 0 0 1 2 3 3 22= - - +( )q q q q q q q q ;

	 � � � � �w2 2 0 0 2 3 1 1 32= - - +( )q q q q q q q q ;

	 � � � � �w3 3 0 0 3 1 2 2 12= - - +( )q q q q q q q q .

На рис. 50 приведены графики изменения координат вектора угло-
вой скорости.

Рис. 50. Графики изменения проекций вектора угловой скорости крестовины 
на связанные оси

Угловая скорость ведомого вала также может быть получена из со-
отношения
	 w w w a w a2 2 3= Ч = +�

� � � �е sin cos .

wi

wi

wi
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Варианты задания к расчетной работе

Определить угловые скорости крестовины и ведомого вала в ука-
занный момент времени при заданном значении угловой скорости 
ведущего вала.

Вариант ω1, рад/с α, град t1, с
1 2 5 1
2 4 10 2
3 6 15 3
4 8 20 4
5 10 25 5
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Рассмотрим упрощенную кватернионную модель* вращения Зем-
ли, полагая, что Земля движется вокруг Солнца по круговой ор-

бите с постоянной угловой скоростью суточного вращения (рис. 51).

Рис. 51. Схема движения Земли

Примем следующие допущения:
1)	моделью Земли является шар;
2)	центр масс Земли движется равномерно по круговой орбите во-

круг Солнца, совершая полный оборот за 8 766 ч (сидерический 
год 365 суток по 24 ч);

3)	в инерциальной системе отсчета, оси которой направлены к непод-
вижным звездам, Земля совершает полный оборот вокруг своей 
оси за 23 ч 56 мин 4 с, или 23,93 ч (сидерические сутки);

4)	угол между осью вращения Земли и перпендикуляром к плоско-
сти эклиптики равен 23°26ʹ14ʺ, или 23,44°;

* Модель разработана при участии канд. физ.-мат. наук Н. П. Копытова.
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5)	земные сутки — интервал времени между двумя подряд следую-
щими пересечениями нулевого меридиана воображаемой линии 
между центрами Земли и Солнца, принимается равными 24 ч;

6)	пренебрегаем угловым размером Солнца и астрономической реф-
ракцией;

7)	за начало отсчета времени принимаетcя момент летнего солнце-
стояния для нулевого меридиана.

Введем в рассмотрение орбитальную систему координат OxhV с на-
чалом в центре масс Земли и следующей ориентацией ее осей: ось Ox 
направлена в сторону противоположную движению Земли по орбите, 
ось Oh направлена от Солнца, ось OV перпендикулярна плоскости 
эклиптики (рис. 52).

Рис. 52. Иллюстрация расположения орбитальной системы координат

В этой системе координат Земля совершает регулярную прецес-
сию с постоянной угловой скоростью прецессии wy, постоянной угло-
вой скоростью собственного вращения wj и имеет постоянный угол 
нутации:

	 w
p

y = - Ч +
2

365 24 6
рад/ч;  w

p
f =

2
23 93,

рад/ч;  J
p

0 180
23 44= Ч , рад.

Знак минус в выражении угловой скорости wy прецессии обуслов-
лен выбором системы координат.

Отдельно стоит отметить, что не следует путать введенное в данной 
модели понятие прецессии с долгосрочной прецессией земной оси от-
носительно полюса эклиптики. Долгосрочная прецессия и нутацион-
ные колебания не учитываются в этой модели.
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Положение объектов, расположенных на поверхности Земли, будем 
определять с помощью единичного кватерниона ориентации

	 q    t q t q t q t q t( ) = ( ) ( ) ( ) ( )йл щы0 1 2 3, , , ;  q t q t q t q t0
2

1
2

2
2

3
2 1( ) ( ) ( ) ( )+ + + = .

С учетом прецессионного движения Земли, в системе OxhV коор-
динаты кватерниона положения определяются с  помощью ра-
венств (1.5.1):

	 q t
t

q t
t

0
0

1
0

2 2 2 2
( ) cos cos ; ( ) sin cos ;=

+( )
=

-( )J w w J w wy j y j

	 q t
t

q t
t
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Математическая модель вращающейся Земли записывается в виде 
равенства
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где R — радиус орбиты; R( )t  — матрица поворота; r  — радиус Земли.
Фрагмент анимации вращения Земли представлен на рис. 53.

Рис. 53. Кадр анимации вращения Земли [URL: https://youtu.be/sIpof3DH0oQ]

Изменение положения любой точки, связанной с Землей в орби-
тальной системе координат, находят с помощью преобразования по-
ворота
	

 

r t t r( ) = ( )R 0,	
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где 


r t( ) и 


r0 — радиус-векторы текущего и начального положения точ-
ки в орбитальной системе координат, а R t( ) — матрица поворота, опре-
деляемая с помощью компонентов кватерниона следующим образом:
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Кватернионная модель вращения Земли позволяет достаточно про-
сто получать время восхода и заката Солнца в любой точке Земли в лю-
бой день года, а также определять положение Солнца относительно 
объектов, находящихся на Земле. Введем в рассмотрение вектор оси 
Земли 



a t( ) (направлен от центра Земли к ее географическому северно-
му полюсу). Изменение положения этого вектора определяется в со-
ответствии со следующим уравнением
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Введем в рассмотрение угол J между вектором нормали к поверх-
ности Земли на заданной широте j Гринвичского меридиана и осью 
Земли
	 J

p p
j= - ґ

2 180
,	

где j > 0 в Северном полушарии и j < 0 в Южном полушарии.
Положение вектора нормали 



n tj( ) к поверхности Земли на задан-
ной широте j Гринвичского меридиана определяется по уравнению
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cos sin

sin cos
 — матрица поворота вокруг оси Ox.

Введем в рассмотрение направление на Солнце — вектор 


s = -( )0 1 0, , , 
который примем одинаковым для всех точек поверхности земного 
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шара независимо от широты. Это упрощение часто используется в свя-
зи с большим расстоянием между Землей и Солнцем, а также разме-
рами Солнца.

Визуализация положения основных векторов относительно введен-
ной орбитальной системы отсчета в нулевой момент времени (точка 
летнего солнцестояния) представлена на рис. 54.

Рис. 54. Визуализация основных векторов в момент летнего солнцестояния  
(a — земная ось; n — вектор нормали к поверхности Земли; s  — вектор направле-

ния на Солнце) в орбитальной системе координат

Введенные величины и операции над ними позволяют получать раз-
личную информацию, связанную с движением Земли. Например, гра-
фик смены дня и ночи, а также время восхода и заката могут быть опре-
делены по изменению угла между вектором нормали в заданной точке 
поверхности 



n tj( ) и направлением на Солнце 


s . Если косинус угла 
c t n s( ) = Ч >

 

j 0, в данной точке поверхности Земли день, если c t n s( ) = Ч <
 

j 0, 
то — ночь. Если c t n s( ) = Ч =

 

j 0, то это соответствует моментам восхода 
либо заката в соответствии со знаком c t( ) до этого момента.

График смены дня и ночи на нулевом меридиане задается с помо-
щью следующей обобщенной функции:
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В качестве примера на рис. 55 приведен график смены дня и ночи 
на широте 66° нулевого меридиана.

Рис. 55. График смены дня и ночи на широте 66° нулевого меридиана  
(время отсчитывается от 12 ч дня летнего солнцестояния)

Для построения графика смены дня и ночи на заданной долготе l
необходимо добавить соответствующую разницу времени

	 D( )l
l

=
15

,

где l — долгота в градусах (восточная долгота берется отрицательной, 
а западная — положительной)

График смены дня и ночи для места с произвольно заданными гео-
графическими координатами задается с помощью функции
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На рис. 56 приведен график смены дня и ночи в Москве (φ = 55.75; 
λ = 37.62) в день осеннего равноденствия.

Рис. 56. График смены дня и ночи в Москве  
в день осеннего равноденствия
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Варианты задания к расчетной работе

Определить продолжительность дня в заданном географическом 
пункте.

Вариант Город День Событие
1 Москва 9.05 День Победы
2 Нью-Йорк 11.09 Террористические атаки в США 
3 Брест 22.06 Начало ВОВ
4 С.-Петербург 7.11 Октябрьская революция
5 Дублин 4.09 День рождения У. Р. Гамильтона
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Приложения

Приложение 1. Вывод формулы умножения кватернионов
Умножение кватернионов осуществляется по правилу умножения 

многочленов с учетом введенного правила умножения чисел i  i  i1 2 3, , :
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В результате получаем:
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Приложение 2. Свойство произведения кватернионов 
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Приложение 3. Свойство нормы кватерниона
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Приложение 4. Вывод формулы умножения кватернионов, 
заданных в геометрической интерпретации
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