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Ýðíåñò Ðåçåðôîðä

Óñïåõ ñîâåòñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû îñíîâûâàëñÿ íà íåçûáëåìîé âåðå â ñâÿçü ìàòåìàòèêè ñ ïðè-
ëîæåíèÿìè. Ïîïûòêè ðåôîðì øêîëüíîãî îáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå îòêëîíÿëèñü îò èäåîëîãè÷åñêèõ îñíîâ,
âûÿâëÿëèñü è ïîäâåðãàëèñü æ¼ñòêîé êðèòèêå. Òàê, â æóðíàëå ¾Êîììóíèñò¿, 1980, � 14, Ë.Ñ. Ïîíò-
ðÿãèí (1908-1988) ïèñàë î ðåôîðìå êóðñà øêîëüíîé ìàòåìàòèêè â ñòîðîíó ÷ðåçìåðíîé ôîðìàëèçàöèè,
çàòåÿííîé â 1967 ãîäó ïîä ïðåäâîäèòåëüñòâîì À.Í. Êîëìîãîðîâà: ¾Ñ áîëüøîé äîñàäîé ïðèõîäèòñÿ êîí-
ñòàòèðîâàòü, ÷òî âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïðèâèâàòü ó÷àùèìñÿ ïðàêòè÷åñêèå óìåíèÿ è íàâûêè â èñïîëüçîâà-
íèè îáðåòàåìûõ çíàíèé, ó÷èòåëÿ ïîäàâëÿþùóþ ÷àñòü ó÷åáíîãî âðåìåíè òðàòÿò íà ðàçúÿñíåíèå ñìûñëà
ââîäèìûõ îòâëå÷¼ííûõ ïîíÿòèé, òðóäíûõ äëÿ âîñïðèÿòèÿ â ñèëó ñâîåé àáñòðàêòíîé ïîñòàíîâêè, íèêàê
íå ¾ñòûêóþùèõñÿ¿ ñ ñîáñòâåííûì îïûòîì äåòåé è ïîäðîñòêîâ, íå ñïîñîáñòâóþùèõ ðàçâèòèþ èõ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ìûøëåíèÿ è, ãëàâíîå, íè äëÿ êîãî íå íóæíûõ.¿ Ê ñîæàëåíèþ, ¾ðåôîðìà¿ îáðàçîâàíèÿ,
ïðîòèâ êîòîðîé âîññòàë è Þ.È. Ìåðçëÿêîâ (1940-1995), ïðîäîëæèëàñü [2], è íàì òåïåðü ïðåäñòîèò âîñ-
ñòàíîâèòü óòðà÷åííûå âûñîêîýôôåêòèâíûå ïîäõîäû ê îáó÷åíèþ ìàòåìàòèêå óæå â íûíåøíèõ óñëîâèÿõ
øèðîêîé öèôðîâèçàöèè îáðàçîâàíèÿ.

1 Èñòîêè ìàòåìàòèêè è öåëè å¼ ïðåïîäàâàíèÿ â øêîëå

Íàêîïëåííûé îïûò ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â íàøåé ñòðàíå è çà å¼ ïðåäåëàìè ïîêàçàë ïðåèìóùåñòâî
ïîäõîäà ê ìàòåìàòèêå, ïðè êîòîðîì îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ íå êàê îáîñîáëåííàÿ èçîëèðîâàííàÿ äèñöè-
ïëèíà, à êàê ÿçûê íàóêè. Îñíîâíûì èñòî÷íèêîì ôóíäàìåíòàëüíûõ ¾ìàòåìàòè÷åêèõ ïîíÿòèé¿ áûëà è
îñòà¼òñÿ ôèçèêà. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî âûÿâëåíèå òàêîãî ðîäñòâà ìàòåìàòèêè ñ ôèçèêîé, îëèöåòâîðÿþ-
ùåé íàóêó â öåëîì, ñïîñîáñòâóåò ñóùåñòâåííîìó ïîâûøåíèþ ýôôåêòèâíîñòè èçó÷åíèÿ êàê ìàòåìàòèêè,
òàê è ôèçèêè, â øèðîêîì ñìûñëå. Íàøå óòâåðæäåíèå áóäåò ïîäêðåïëåíî êîíêðåòíûìè ïðèìåðàìè. Ìû
íàäååìñÿ, ÷òî áëàãîäàðÿ ñîâðåìåííûì ñðåäñòâàì ðàñïðîñòðàíåíèÿ íîâîé è àêòóàëüíîé èíôîðìàöèè
â îáðàçîâàíèè, øèðîêîå îáñóæäåíèå ïðåäëîæåííûõ ïðèìåðîâ ñìîæåò áûòü âñêîðå ïðîäîëæåíî. Îíè
äîëæíû ïîáóäèòü ê ïîèñêó êàê íîâûõ ïðèìåðîâ, òàê è íîâûõ ñïîñîáîâ èõ âíåäðåíèÿ â îáðàçîâàòåëü-
íûå ïðîãðàììû êàê îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ, òàê è ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîë.

2 Çåìëÿ è Ñîëíöå

Àñòðîíîìèþ ïî ïðàâó ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïðàðîäèòåëüíèöåé íàóê. Èìåííî â íåé çàðîäèëàñü ôèçèêà êàê
íàóêà î çàêîíàõ ïðèðîäû, è ìàòåìàòèêà êàê óíèâåðñàëüíûé ÿçûê íàóêè. Òùàòåëüíîå îïèñàíèå ãîäî-
âîãî ïóòè Ñîëíöà ïî çâ¼çäíîìó íåáó ïîçâîëèëî âûÿâèòü ¾ïðåäâàðåíèå ðàâíîäåíñòâèé¿, îáóñëîâëåííîå
ðàñõîæäåíèåì çâ¼çäíîãî ãîäà, ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ îêîëî 365 äíåé, 6 ÷àñîâ è 9 ìèíóò, ñ òðîïè÷åñêèì,

1�All science is either physics or stamp collecting�. Öèòàòà èç Rutherford at Manchester. J. B. Birks, Ed. Heywood, London,
1962.
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ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ îêîëî 365 äíåé, 5 ÷àñîâ è 49 ìèíóò. Ïðèìåíÿåìûé â íàøè äíè ãðèãîðèàíñêèé êà-
ëåíäàðü ñîîòâåòñòâóåò òðîïè÷åñêîìó ãîäó,2 è ïîòîìó âðåìåíà ãîäà íå ïåðåìåùàþòñÿ ïî êàëåíäàðþ, êàê
ïîðîé ïðèíÿòî ñ÷èòàòü.3

2.1 Ñ êàêîé ñòîðîíû ñâåòà âîñõîäèò Ñîëíöå íà ïîëþñå Çåìëè?

Âåðíûé îòâåò íà âîïðîñ î âîñõîäå Ñîëíöà íà ïîëþñå Çåìëè íå òðåáóåò íèêàêèõ ñâåäåíèé èç àñòðîíîìèè!
È â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ îáðàçöîâûì âîïðîñîì ¾ìàòåìàòè÷åñêîé¿ ëîãèêè. Ëèøü ïîñëå îòâåòà íà íåãî
ìîæíî óòî÷íèòü, ÷òî âîñõîä Ñîëíöà è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó íà÷àëî ïîëÿðíîãî äíÿ íà ñåâåðíîì ïîëþñå
Çåìëè íà÷èíàåòñÿ â âåñåííåå ðàâíîäåíñòâèå, äîñòèãàÿ ¾âûñøåé òî÷êè¿ â ëåòíåì ñîëíöåñòîÿíèè. Êîíåö
ïîëÿðíîãî äíÿ â îñåííåå ðàâíîäåíñòâèå íà ñåâåðíîì ïîëþñå ñòàíîâèòñÿ íà÷àëîì ïîëÿðíîãî äíÿ íà
(ïðîòèâîïîëîæíîì) þæíîì ïîëþñå Çåìëè.

2.2 Êàêîâà äîëÿ ñâåòîâîãî äíÿ íà ýêâàòîðå Çåìëè?

Åæåëè ïðåíåáðå÷ü ðàçíèöåé (îêîëî 4 ìèíóò) ìåæäó ñîëíå÷íûìè è çâ¼çäíûìè ñóòêàìè è ó÷èòûâàòü
ëèøü ñîáñòâåííîå âðàùåíèå Çåìëè, òî ýêâàòîð Çåìëè ñòàíîâèòñÿ òåððèòîðèåé âå÷íîãî ðàâíîäåíñòâèÿ.
Ñëåäóåò ëè èç ýòîãî, ÷òî íà ýêâàòîðå Çåìëè Ñîëíöå âñåãäà âîñõîäèò íà âîñòîêå è çàõîäèò íà çàïàäå? À
åæåëè íåò, òî ñëåäóåò ëè, ÷òî (õîòÿ áû) íà ýêâàòîðå Çåìëè êàæäûé âîñõîä è ïîñëåäóþùèé çàêàò Ñîëíöà
ïðîèñõîäèò, ñîîòâåòñòâåííî, íà äâóõ ¾äèàìåòðàëüíî¿ ïðîòèâîïîëîæíûõ äðóã äðóãó òî÷êàõ ãîðèçîíòà?

3 Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå è ìàãíèòîñòàòè÷åñêîå ïîëå

Â ó÷åáíèêàõ ôèçèêè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå, èñõîäÿùåå îò ôèêñèðîâàííîãî çàðÿäà, ìîäåëèðóåòñÿ äè-
âåðãåíòíûì (áåçâèõðåâûì) ïîëåì, â òî âðåìÿ êàê ìàãíèòîñòàòè÷åñêîå ïîëå, èñõîäÿùåå îò ïðîâîäà, â
êîòîðîì ïðîòåêàåò ïîñòîÿííûé òîê, ìîäåëèðóåòñÿ ¾÷èñòî¿ âèõðåâûì ïîëåì. Óäèâèòåëüíî, ÷òî è ïî ñåé
äåíü ó÷åáíèêè óìàë÷èâàþò ïðè÷èíó òàêîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ðàçëè÷èÿ â ïðèðîäå ýëåêòðîñòàòè÷åñêî-
ãî è ìàãíèòîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ. Òåì íå ìåíåå òàêîå ìîäåëèðîâàíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî è ìàãíèòîñòà-
òè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîîòâåòñòâåííî, äèâåðãåíòíûì è âèõðåâûì âåêòîðíûì ïîëåì ìîæåò (è äîëæíî) áûòü
îñíîâàíî íà ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíàõ ëîãèêè, íå òðåáóþùèõ íèêàêèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ ñâåäåíèé îá
ýëåêòðîìàãíåòèçìå. Äîñòàòî÷íî ââåñòè àêñèîìû ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ âîçìîæíûõ ¾ïðîòèâîïîëîæíûõ
äðóã äðóãó¿ çíàêîâ ¾òî÷å÷íîãî çàðÿäà¿ è ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ âîçìîæíûõ ¾ïðîòèâîïîëîæíûõ äðóã
äðóãó¿ íàïðàâëåíèé ¾òîêà â ïðîâîäå¿. Íà÷í¼ì ñ ïîÿñíåíèÿ òîãî, ÷òî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå äîëæ-
íî áûòü èìåííî äèâåðãåíòíûì. Åñëè ìû óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå, èñõîäÿùåå
îò ïîëîæèòåëüíîãî òî÷å÷íîãî çàðÿäà, íàïðàâëåíî (ðàäèàëüíî) îò íåãî, òî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå, èñ-
õîäÿùåå îò îòðèöàòåëüíîãî çàðÿäà, áóäåò íàïðàâëåíî (ðàäèàëüíî) ê çàðÿäó. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå,
èñõîäÿùåå îò òî÷å÷íîãî çàðÿäà, ìîæåò èìåòü òîëüêî ðàäèàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ, èáî èíàÿ (îðòîãî-
íàëüíàÿ ê ðàäèàëüíîé) ñîñòàâëÿþùàÿ íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.4 Ïåðåéä¼ì ê ïîÿñíåíèþ
òîãî, ÷òî ìàãíèòîñòàòè÷åñêîå ïîëå, èñõîäÿùåå îò ¾áåñêîíå÷íî ìàëîãî¿ ó÷àñòêà ïðîâîäà, â êîòîðîì
ïðîòåêàåò ïîñòîÿííûé òîê, íå ìîæåò áûòü íàïðàâëåíî ðàäèàëüíî îò ïðîâîäà èëè ê ïðîâîäó. Òàêîå ìàã-
íèòíîå ïîëå äîëæíî èìåòü ñîñòàâëÿþùóþ, ñòðîãî îðòîãîíàëüíóþ ðàäèàëüíîìó íàïðàâëåíèþ. Ëþáàÿ
ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íå ìîæåò áûòü çàäàíà îäíîçíà÷íî, òàê êàê îíà áóäåò çàâèñèòü îò íàïðàâëå-
íèÿ òîêà îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ.5 Íèêàêèõ ëîãè÷åñêèõ ïðîòèâîðå÷èé íå âîçíèêàåò, åñëè ñ÷èòàòü,
÷òî íàïðàâëåíèå ìàãíèòîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ çàäà¼òñÿ ¾ïðàâèëîì ïðàâîé (èëè ëåâîé) ðóêè¿. Èòîã íàøèõ
óìîçàêëþ÷åíèé ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñõåìàòè÷åñêè.

2Â ÷àñòíîñòè, 2100 ãîä íå ñòàíåò âèñîêîñíûì.
3Ïðè ýòîì â 2003 ãîäó âåñåííåå ðàâíîäåíñòâèå íàñòóïèëî 21 ìàðòà â 01:00 (ïî Ãðèíâè÷ó), à â 2044 ãîäó íàñòóïèò 19

ìàðòà â 23:20 (ïî Ãðèíâè÷ó).
4Íàïðàâëåíèå òàêîé íåðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé çàâèñåëî áû íå òîëüêî îò çíàêà çàðÿäà, íî è îò ðàñïîëîæåíèÿ çàðÿ-

äà îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ. Â ñîâåòñêîé ôèçìàòøêîëå (ñïðàâåäëèâî) ïîä÷¼ðêèâàëîñü áû, ÷òî ïîÿâëåíèå íåðàäèàëüíîé
ñîñòàâëÿþùåé ïðîòèâîðå÷èò ó÷åíèþ î äèàëåêòè÷åñêîì ìàòåðèàëèçìå, ñîãëàñíî êîòîðîìó ¾ìàòåðèÿ åñòü ôèëîñîôñêàÿ
êàòåãîðèÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îáúåêòèâíîé ðåàëüíîñòè, êîòîðàÿ äàíà ÷åëîâåêó â îùóùåíèÿõ åãî, êîòîðàÿ êîïèðóåòñÿ, ôî-
òîãðàôèðóåòñÿ, îòîáðàæàåòñÿ íàøèìè îùóùåíèÿìè, ñóùåñòâóÿ íåçàâèñèìî îò íèõ¿ [1].

5Âûðàæàÿñü ôîðìàëüíî, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî òàêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê òåíçîðíàÿ âåëè÷èíà.
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Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå, ïîðîæä¼ííîå Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå, ïîðîæä¼ííîå
ïîëîæèòåëüíûì òî÷å÷íûì çàðÿäîì îòðèöàòåëüíûì òî÷å÷íûì çàðÿäîì

Ìàãíèòîñòàòè÷åñêîå ïîëå, ïîðîæä¼ííîå Ìàãíèòîñòàòè÷åñêîå ïîëå, ïîðîæä¼ííîå
íàïðàâëåííûì ê íàáëþäàòåëþ íàïðàâëåííûì îò íàáëþäàòåëÿ

ïîñòîÿííûì ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì ïîñòîÿííûì ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì

4 Ñâîáîäíûå è ñâÿçàííûå âåêòîðà

4.1 Â ÷¼ì ôóíäàìåíòàëüíîå îòëè÷èå âåêòîðà ëèíåéíîé ñêîðîñòè îò âåêòîðà

óãëîâîé ñêîðîñòè?

Íà øêîëüíûõ çàíÿòèÿõ ïî ôèçèêå âåêòîð òðàäèöèîííî îïðåäåëÿåòñÿ êàê ¾íàïðàâëåííûé îòðåçîê¿, êî-
òîðûé (èñ÷åðïûâàþùå) õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì ¾ìîäóëåì¿ è íàïðàâëåíèåì. Îäíàêî äàæå íà ïåðâûõ
äâóõ ïðèìåðàõ, êîãäà ñèëà è (ëèíåéíàÿ) ñêîðîñòü ïðèâîäÿòñÿ êàê ¾êëàññè÷åñêèå¿ âåêòîðíûå âåëè÷è-
íû, òî ñòàíîâèòñÿ óìåñòíûì ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íè ñèëà, íè ñêîðîñòü íå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû áåç
óêàçàíèÿ òî÷êè ¾ïðèëîæåíèÿ¿ ïîäîáíûõ âåêòîðíûõ âåëè÷èí. Äðóãèìè ñëîâàìè, è ñèëà, è ñêîðîñòü íå
ÿâëÿþòñÿ (ñâîáîäíûìè) âåêòîðíûìè âåëè÷èíàìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óãëîâàÿ ñêîðîñòü ìîæåò ñòàòü áî-
ëåå óñïåøíûì ïðèìåðîì (ñâîáîäíîé) âåêòîðíîé âåëè÷èíû. Òî÷íåå ñêàçàòü, óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ
êîëåñà ìàøèíû ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ íà äîðîãå ñîâïàäàåò êàê ïî ìîäóëþ, òàê è ïî íàïðàâëåíèþ
ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ, íàáëþäàåìîé ñèäÿùèì â ìàøèíå ïàññàæèðîì.6

6Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íàáëþäàòåëü íà äîðîãå ñî÷ò¼ò òî÷êó ¾ìãíîâåííîãî¿ êîíòàêòà êîëåñà ñ äîðîãîé íåïîäâèæîé, â òî
âðåìÿ êîãäà â ñèñòåìå êîîðäèíàò ïàññàæèðà íåïîäâèæíûì îêàçûâàåòñÿ öåíòð êîëåñà.
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4.2 Îòíîñèòåëüíî êàêîé òî÷êè ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ìîìåíò ñèë?

Èçâåñòíà òåîðåìà î ïîêîå òâ¼ðäîãî òåëà â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñîãëàñíî êîòîðîé ñóììà
âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òàêîå òåëî, ðàâíà íóëþ, íàðÿäó ñ ñóììîé ìîìåíòîâ ýòèõ ñèë îòíîñèòåëüíî
ôèêñèðîâàííîé òî÷êè. Î÷åâèäíûì ïðåïÿòñòâèåì ê ïîíèìàíèþ ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ âûøåóêàçàííàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ (ñâîáîäíûì) âåêòîðîì íå òîëüêî ñóììàðíîé âíåøíåé ñèëû, íî è ñóììû ìîìåíòîâ âíåø-
íèõ ñèë, íàðÿäó ñ îòñóòñòâèåì ÿâíîãî óêàçàíèÿ òî÷êè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ñóììàðíûé
ìîìåíò âíåøíèõ ñèë. Ðàçóìååòñÿ, çäåñü ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî èñ÷åçàþùàÿ ñóììà âíåøíèõ ñèë ïîçâî-
ëèò ñ÷èòàòü ñóììàðíûé ìîìåíò âíåøíèõ ñèë (ñâîáîäíîé) âåêòîðíîé âåëè÷èíîé, â òîì ñìûñëå, ÷òî å¼
âû÷èñëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ìîìåíòîâ ñèë.

5 Ãåîìåòðèÿ â çàäà÷àõ õèìèè

5.1 Ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷à î ñìåøèâàíèè ðàñòâîðîâ

Øèðîêî ðàñïðîñòðàí¼ííîé çàäà÷åé íà âûïóñêíûõ øêîëüíûõ ýêçàìåíàõ ïî ìàòåìàòèêå è ïî õèìèè ÿâ-
ëÿåòñÿ çàäà÷à î ñìåøèâàíèè äâóõ ðàñòâîðîâ ñ äâóìÿ çàäàííûìè êîíöåíòðàöèÿìè ñîëè. Â ïîñòàíîâêå
ïðÿìîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èòîãîâóþ êîíöåíòðàöèþ ñìåñè, ïîëó÷åííóþ èç äâóõ ðàñòâîðîâ ñ
çàäàííûìè ìàññàìè. Â îáðàòíîé ïîñòàíîâêå òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ñîîòíîøåíèå ìàññ äâóõ ðàñòâîðîâ
ñîëè, ñ çàäàííûìè êîíöåíòðàöèÿìè, èç êîòîðûõ ïîëó÷åíà ñìåñü òîæå çàäàííîé êîíöåíòðàöèè ñîëè. Òà-
êóþ æå ïðÿìóþ è îáðàòíóþ çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó ïî ôèçèêå î âû÷èñëåíèè öåíòðà
ìàññ äâóõ (èñõîäíûõ) òî÷å÷íûõ ìàññ. Òàêàÿ ðàçíîîáðàçíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ çàäà÷è, êàê çàäà÷è ïî õèìèè
èëè çàäà÷è ïî ôèçèêå, ñïîñîáñòâóåò å¼ îñâîåíèþ âûÿâëåíèåì å¼ ñóòè êàê àáñòðàêòíîé çàäà÷è î ðàç-
áèåíèè ñèìïëåêñà. Çàäà÷à î äâóõ ðàñòâîðàõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ çàäà÷åé î âû÷èñëåíèè
öåíòðà ìàññ òð¼õ çàäàííûõ òî÷å÷íûõ ìàññ, êîòîðóþ ìîæíî (è íóæíî) ðàññìàòðèâàòü êàê êëàññè÷å-
ñêóþ çàäà÷ó ïëàíèìåòðèè, ïîëó÷èâøóþ íàçâàíèå ¾òåîðåìû ×åâû¿. Îäíîìåðíûé ñèìïëåêñ, ò.å. îòðåçîê
ñ äâóìÿ âåðøèíàìè (ñîîòâåòñòâóþùèìè äâóì ðàñòâîðàì), ñòàíîâèòñÿ äâóìåðíûì, ò.å. òðåóãîëüíèêîì,
âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò òð¼ì ðàñòâîðàì, â êàæäîì èç êîòîðûõ çàäàíû êîíöåíòðàöèè (ìàñî-
âûå äîëè) äâóõ ðàñòâîð¼ííûõ âåùåñòâ. Ðàçóìååòñÿ, ÷òî òàêîå îáîáùåíèå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî è íà
òð¼õìåðíûé ñèìïëåêñ (òåòðàýäð), è íà áîëåå ìíîãîìåðíûå ñèìïëåêñû. Âåñüìà ïîó÷èòåëüíûì ñòàíåò
âûâåäåíèå îáùåé ôîðìóëû ðàçáèåíèÿ ñèìïëåêñà ñ n âåðøèíàìè íà n! ñèìïëåêñîâ, ôîðìóëà îáú¼ìîâ
êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà n! ïåðåñòàíîâêàìè âåðøèí èñõîäíîãî ñèìïëåêñà ïîñëå âû÷èñëåíèÿ îáú¼-
ìà ñèìïëåêñà, âåðøèíû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè ìàññ íàðàñòàþùåãî ÷èñëà ìàññ âåðøèí èñõîäíîãî
ñèìïëåêñà. Åñëè îáîçíà÷èòü ìàññû n âåðøèí ñèìïëåêñà, åäèíè÷íîãî îáú¼ìà, m1,m2, . . . ,mn, òî îáú¼ì
V ñèìïëåêñà, k-ÿ âåðøèíà êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â öåíòðå ìàññ âåðøèí, ñ ìàññàìè m1,m2, . . . ,mk, ãäå k
ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò åäèíèöû äî n, ñîñòàâèò

V (m1,m2, · · · ,mn) =
m1m2 · · ·mn

m1(m1 +m2) · · · (m1 +m2 + · · ·+mn)
.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî n! îáú¼ìîâ, ïîëó÷åííûõ âñåâîçìîæíûìè ïåðåñòàíîâêàìè n âåðøèí, íå çàâèñÿò îò
ðàñïîëîæåíèÿ âåðøèí èñõîäíîãî ñèìïëåêñà. Â ÷àñòíîñòè, ÷åâèàíû ðàçáèâàþò òðåóãîëüíèê íà øåñòü
òðåóãîëüíèêîâ, îòíîñèòåëüíàÿ ïëîùàäü êîòîðûõ çàâèñèò ëèøü îò êîíêðåòíîãî äåëåíèÿ ñòîðîí òðå-
óãîëüíèêà ÷åâèàíàìè, íî íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ðàñïîëîæåíèÿ âåðøèí èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.
Èçâåñòíûì áîëåå ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîñëåäíåãî ÿâëÿåòñÿ äåëåíèå ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà åãî òðå-
ìÿ ìåäèàíàìè íà øåñòü îäèíàêîâûõ ïî ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ.

5.2 Óãîë ñâÿçè ìåòàíà

Â øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ ïî õèìèè óêàçûâàþò ¾óãîë ñâÿçè¿ ìîëåêóëû ìåòàíà CH4 êàê 109,5 ãðàäóñîâ,
÷àñòî óìàë÷èâàÿ, ÷òî òàêîé óãîë ìîäåëèðóåòñÿ óãëîì H-C-H ìåæäó äâóìÿ îòðåçêàìè, èñõîäÿùèìè èç
öåíòðà ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ê äâóì åãî âåðøèíàì, êàê ïîêàçàíî íà ôèã. 2. Â îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò âåðøèíû òåòðàýäðà ìîæíî ðàñïîëîæèòü â òî÷êàõ (−1, 1, 1), (1,−1, 1), (1, 1,−1), (−1,−1,−1)
è óâèäåòü, ÷òî èñêîìûé óãîë âû÷èñëÿåòñÿ êàê arccos(−1/3).
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6 Ïåðåñòàíîâêè è êóáèê Ðóáèêà

Íåñìîòðÿ íà âñåìèðíóþ ïîïóëÿðíîñòü ãîëîâîëîìêè ¾ìàãè÷åñêèé êóáèê¿, âïîñëåäñòâèè íàçâàííîé êó-
áèêîì Ðóáèêà,7 ñðåäè øêîëüíèêîâ ëþáîãî âîçðàñòà, ¾òðàäèöèîííàÿ øêîëüíàÿ àëãåáðà¿ ïðîäîëæàåò
èçáåãàòü ýëåìåíòàðíîãî èçëîæåíèÿ òåîðèè ãðóïï. Òåì íå ìåíåå ôóíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå ïåðåñòàíîâ-
êè ìîæíî ýôôåêòèâíî ââîäèòü â íà÷àëüíûõ êëàññàõ. Íàðÿäó ñ ââåäåíèåì (êîììóòàòèâíûõ) áèíàðíûõ
îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÷èñåë, ìû ìîæåì ââåñòè îïåðàöèþ êîìïîçèöèè äâóõ ïåðåñòàíîâîê êàê
ôóíäàìåíòàëüíûé ïðèìåð íåêîììóòàòèâíîé áèíàðíîé îïåðàöèè. Òàê, íà îäíîì èç äîêëàäîâ ×åòâ¼ðòîé
Îòêðûòîé Êîíôåðåíöèè Þíûõ Ó÷¼íûõ (IV ÎÊÞÓ) ó÷åíèöà âòîðîãî êëàññà ïîñòàâèëà ôóíäàìåíòàëü-
íûé âîïðîñ î äâóõ ñïîñîáàõ âû÷èñëåíèÿ ïåðåñòàíîâêè, îáðàòíîé ïðîèçâåäåíèþ öèêëîâ (íå îáÿçàòåëüíî
íåçàâèñèìûõ) [3].

Ìîæíî ñîñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ ïîçèöèé êóáèêà Ðóáèêà ïîñëå åäèíè÷îãî âðàùåíèÿ (îäíîé
èç øåñòè ãðàíåé) - 18. ×èñëî âñåâîçìîæíûõ ïîçèöèé êóáèêà Ðóáèêà ïîñëå äâóõ âðàùåíèé (äâóõ ãðàíåé):
216 + 27 = 243. ×èñëî âñåâîçìîæíûõ ïîçèöèé êóáèêà Ðóáèêà ïîñëå òð¼õ âðàùåíèé (äâóõ èëè òð¼õ
ãðàíåé): 2592+2 ·324 = 3240. Ïðèíöèïèàëüíî ñëîæíåå âû÷èñëèòü ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ ïîçèöèé êóáèêà
Ðóáèêà ïîñëå ÷åòûð¼õ âðàùåíèé: (31104 + 3 · 3888 + 486 = 43254) − 15 = 43239. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
äîñòèæåíèå ëþáîé èç 227 ·314 ·53 ·72 ·11 = 43252003274489856000 âñåâîçìîæíûõ ïîçèöèé êóáèêà Ðóáèêà
òðåáóåò íå áîëåå 20 âðàùåíèé [4].

7 Ôóíäàìåíòàëüíûå êîíñòðóêöèè ìàòåìàòèêè

Ìîòèâèðîâàííûé ðàçáîð çàäà÷ íåèçáåæíî ïðèâîäèò ó÷åíèêîâ ê ôóíäàìåíòàëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì
êîíñòðóêöèÿì è èõ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèÿì.

7.1 Ïðîäîëæåíèå òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ

Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ ïîðîæäàåòñÿ (ðåêóððåíòíîé) ôîðìóëîé(
n
k

)
=

(
n− 1
k

)
+

(
n− 1
k − 1

)
, (1)

ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ¾áèíîìèíàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ¿,
ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì íàòóðàëüíûì ÷èñëàì n è k, ïðè ¾èñõîäíîì¿ çíà÷åíèè áèíîìèàëüíûõ êîýôôè-

7Ãîëîâîëîìêà ïðèîáðåëà òàêîå íàçâàíèå â ÷åñòü câîåãî ñîçäàòåëÿ. Ýðí¼ Ðóáèê çàïàòåíòîâàë å¼ 30 ÿíâàðÿ 1975 ã.
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öèåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ¾óðîâíþ¿ n = 0:(
0
k

)
=

{
1, åñëè k = 0

0, åñëè k 6= 0
,

(
n
k

)
=

n!

k!(n− k)!
. (2)

Âûøåóêàçàííàÿ ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà (1) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà è äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé n
è k. Ñ òàêèì ïðîäîëæåíèåì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé ¾îáðàòíûé¿ âîïðîñ. Ñëåäóåò ëè èç ÿâíîé ôîðìóëû
¾áèíîìèíàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ¿ (2) âûøåóêàçàííàÿ ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà (1). Âåðíûé îòâåò � ¾íåò¿
� ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ïàðàäîêñàëüíûì, îäíàêî äëÿ ñëó÷àÿ n = k = 0 ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà íåâåðíà:(

0
0

)
= 1 6= 1 + 1 =

(
−1
0

)
+

(
−1
−1

)
.

Çäåñü óìåñòíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ÷èñëà ñî÷åòàíèé íå ñëåäóåò ââîäèòü ôîðìàëüíî. Âàæíî îòëè÷àòü
¾ïåðâè÷íîå¿ îïðåäåëåíèå, â êîòîðîì ôèãóðèðóåò ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü ¾k èç n¿, îò ¾âòîðè÷íî-
ãî¿, â êîòîðîì ôèãóðèðóåò ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ òàêîãî ÷èñëà. Ïðè ìåòîäîëîãè÷åñêè âåðíîì ïîäõî-
äå ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà ñòàíîâèòñÿ ¾ìîòèâèðîâàííîé è èíòóèòèâíî ïîíÿòíîé¿. Òàêæå ñëåäóåò äà-
âàòü ¾êîíöåïòóàëüíî-èíòóèòèâíûå¿ îïðåäåëåíèÿ n! è xy êàê ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åíèé n-
ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà è ÷èñëà îòîáðàæåíèé (ôóíêöèé) èç ìíîæåñòâà ñ ìîùíîñòüþ y â ìíîæåñòâî ñ
ìîùíîñòüþ x, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè òàêîì ïîäõîäå òîæäåñòâà 0! = 1 è 00 = 1 ïåðåñòàíóò áûòü ÷óæäûìè
îáùåîáðàçîâàòåëüíîé øêîëå.8

¾Øêîëüíàÿ¿ ìàòåìàòèêà ïðîäîëæàåò ñóùåñòâåííî îòñòàâàòü íå òîëüêî îò ìàòåìàòèêè ïðîøëîãî òû-
ñÿ÷åëåòèÿ, íî è ïîðîé îò àíòè÷íîé ìàòåìàòèêè. Íåêîòîðûå äàâíî îïðîâåðãíóòûå äîãìû ïðîäîëæàþò
¾ñâèðåïñòâîâàòü¿ â øêîëå. Êîíñòðóêöèÿ ñôåðû Ðèìàíà ñ îäíîòî÷å÷íîé êîìïàêòèôèêàöèåé ïëîñêîñòè
îòñòà¼òñÿ ÷óæäîé îáùåîáðàçîâàòåëüíîé øêîëå, êîòîðàÿ ïîâñåìåñòíî ïðîäîëæàåò è â íàøè äíè ¾çàïðå-
ùàòü¿ äåëåíèå íà íîëü, âñëåäñòâèå ÷åãî äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû
êàê âçàèìíî îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ñôåðû (Ðèìàíà) â ñåáÿ.9 Îáùåîáðàçîâàòåëüíàÿ øêîëà îáõî-
äèò ñòîðîíîé ôóíäàìåíòàëüíóþ òåîðåìó àëãåáðû, ñîãëàñíî êîòîðîé ëþáîé íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí
(íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë) îáÿçàí èìåòü êîðåíü, è ïðîäîëæàåò òðåáîâàòü ñîãëàøàòåëüñòâà ó÷å-
íèêà ñ ôîðìóëèðîâêîé îá ¾îòñóòñòâèè êîðíåé¿ ó ìíîãî÷ëåíà x2 + 1, áóäòî åãî êîðíè ¾äåéñòâèòåëüíî¿
íå ñóùåñòâóþò è ìíèìàÿ åäèíèöà íå çàñëóæèâàåò ¾ñåðü¼çíîãî¿ ðàññìîòðåíèÿ, â áóêâàëüíîì ñìûñëå
âîñïðèíèìàÿ ïðèëàãàòåëüíîå ¾ìíèìàÿ¿!

7.2 Áèíàðíûå îïåðàöèè, ïîðîæäàþùèå ¾áîëüøèå ÷èñëà¿

Åñëè ââåñòè ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå ¾ãèïåðîïåðàòîðà¿

f(x, y, 1) := x+ y,

f(x, 2, n+ 1) = f(x, x, n), f(x, y + 1, n+ 1) = f(x, f(x, y, n+ 1), n),

ãäå x, y, n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, è ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå áèíàðíîé îïåðàöèè � [n] � òàêîå, ÷òî
x[n]y := f(x, y, n), òîãäà îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ¾èñõîäíîé¿ áèíàðíîé îïåðàöèåé [1], à áèíàðíàÿ
îïåðàöèÿ [2] ñòàíîâèòñÿ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ. Óæå ñëåäóþùàÿ îïåðàöèÿ [3], êîòîðàÿ èçâåñòíà êàê îïå-
ðàöèÿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü, ïåðåñòà¼ò áûòü êîììóòàòèâíîé è àññîöèàòèâíîé, êàê è âñå ïîñëåäóþùèå
áèíàðíûå îïåðàöèè. Â îáùåîáðàçîâàòåëüíîé øêîëå èçó÷àþò îáå ôóíêöèè, îáðàòíûå ê ôóíêöèè âîçâå-
äåíèÿ â ñòåïåíü. Ýòè îáðàòíûå ôóíêöèè èìåíóþòñÿ èçâëå÷åíèåì êîðíÿ (ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåíè) è
ëîãàðèôìèðîâàíèåì (ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó îñíîâàíèþ). Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì îáîáùèòü ïîäîáíûå
îáðàòíûå ôóíêöèè è íàçâàòü èõ, ñîîòâåòñòâåííî, èçâëå÷åíèåì ñóïåðêîðíÿ è ñóïåðëîãàðèôìèðîâàíèåì.
Ñëåäóåò óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî 2[n]2 = 4 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n è

2[1]3 = 5, 2[2]3 = 6, 2[3]3 = 8, 2[4]3 = 16, 2[5]3 = 65536,

3[1]2 = 5, 3[2]2 = 6, 3[3]2 = 9, 3[4]2 = 27, 3[5]2 = 7625597484987.

8Çäåñü ìîæíî òàêæå ïîä÷åðêíóòü, ÷òî çàäà÷à î ïîäñ÷¼òå ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà ìîùíîñòè n ñòàíîâèòñÿ ýêâè-
âàëåíòíîé çàäà÷å ïî ¾îñìûñëåíèþ¿ ñòåïåíè äâîéêè 2n.

9Â ÷àñòíîñòè, äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ìîãëè áû áûòü (ïðè ìåòîäîëîãè÷å-
ñêè âåðíîì ïîäõîäå, ¾ïîçâîëÿþùåì¿ äåëåíèå íà íîëü) ðàññìîòðåíû êàê âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè
(ÿâëÿþùåéñÿ îäíîòî÷å÷íîé êîìïàêòèôèêàöèåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé) â ñåáÿ.
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Íà ýòîì íàøè ïðèìåðû öåïî÷åê áèíàðíûõ îïåðàöèé íàä íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè èñ÷åðïûâàþòñÿ! Äåñÿ-
òè÷íàÿ çàïèñü ÷èñåë 2[6]3 è 3[6]2 = 3[5]3 íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîé, íî ýòè ÷èñëà ìîæíî âûðàçèòü
â âèäå ¾ñòåïåííîé áàøíè¿ äâîåê è òðîåê

22
. .

.
2

, 33
. .

.
3

,

â êîòîðîé, ñîîòâåòñòâåííî, 65536 è 7625597484987 ¾ýòàæåé¿! Äëÿ òîãî, ÷òîáû ¾èçëå÷èòü¿ ëþáûå íàèâ-
íûå ïîïûòêè ÿâíîé çàïèñè ¾ïîäîáíûõ¿ ÷èñåë, äîñòàòî÷íî ïðåäëîæèòü ó÷åíèêàì âû÷èñëèòü ïîðÿäîê
÷èñëà öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ñòåïåííîé áàøíè, ñîñòîÿùåé (âñåãî ëèøü) èç ÷åòûð¼õ òðîåê: 3[4]4.10

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ÷èñëî, êîòîðîå ôèãóðèðóåò íà ñàìîé ïåðâîé ñòóïåíè (64-õ ñòóïåí÷àòîé) êîí-
ñòðóêöèè ÷èñëà Ãðàìà, åñòü ÷èñëî 3[6]3, êîòîðîå ìîæíî âûðàçèòü êàê ñòåïåííóþ áàøíþ òðîåê, ÷èñëî
ýòàæåé êîòîðîé 3[5](3[5]3− 1).

8 ¾Ïîâñåäíåâíûå è àêòóàëüíûå¿ çàäà÷è

Íåò íè ìàëåéøåé íåîáõîäèìîñòè ïðåäëàãàòü ó÷åíèêàì íàäóìàííûå çàäà÷è, òàê êàê ìíîãèå ïîâñåäíåâ-
íûå, ïîðîé âîëíóþùèå, ñîáûòèÿ âïîëíå ìîãóò ñòàòü èíòåðåñíûì èñòî÷íèêîì êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé
(è ïðè ýòîì àêòóàëüíîé) çàäà÷è.

8.1 Òî÷íîñòü áèíàðíîãî òåñòà

Âåñüìà ÷àñòî çâó÷èò íîâîñòü î òîì, ÷òî íåêèé áèíàðíûé òåñò íå âûÿâëÿåò âñåõ çàáîëåâøèõ, èëè íîâîñòü
î òîì, ÷òî èíîé áèíàðíûé òåñò íåðåäêî áûâàåò ëîæíîïîëîæèòåëüíûì. Âåñüìà ðàñïðîñòðàí¼ííûå îøè-
áî÷íûå ñóæäåíèÿ ¾ñïåöèàëèñòîâ¿ ëåãêî âûÿâëÿþòñÿ íà îñíîâå áàçîâûõ îïðåäåëåíèé âñåãî ëèøü äâóõ
ïîíÿòèé: ¾ñïåöèôè÷íîñòè¿ è ¾÷óâñòâèòåëüíîñòè¿ áèíàðíîãî òåñòà. Ïåðâîå (ñïåöèôè÷íîñòü) åñòü âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðåçóëüòàò òåñòà ïðè îòñóòñòâèè áîëåçíè ó òåñòèðóåìîãî îêàæåòñÿ îòðèöàòåëüíûì;
âòîðîå (÷óâñòâèòåëüíîñòü) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðåçóëüòàò òåñòà ïðè íàëè÷èè áîëåçíè ó òåñòèðó-
åìîãî îêàæåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Åæåëè îáîçíà÷èòü èíöèäåíòíîñòü áîëåçíè r,11 à ÷óâñòâèòåëüíîñòü è
ñïåöèôè÷íîñòü òåñòà p è q, ñîîòâåòñòâåííî, òî ìîæíî âû÷èñëèòü äîëþ ¾èñòèííî¿ áîëüíûõ ñðåäè ïî-
ëîæèòåëüíî òåñòèðóåìûõ ïî ôîðìóëå: p r/(p r + (1− q)(1− r)). Äîëÿ ëîæíîïîëîæèòåëüíûõ ñðåäè âñåõ
ïîëîæèòåëüíî òåñòèðóåìûõ ñîñòàâèò: (1−q)(1−r)/(p r+(1−q)(1−r)). Ìîæíî âû÷èñëèòü è âåðîÿòíîñòü
òî÷íîñòè òåñòà â ñëó÷àå åãî îòðèöàòåëüíîñòè: q(1− r)/((1− p)r + q(1− r)).

8.2 Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàìåòðèçîâàííûìè è íåïàðàìåòðè-

çîâàííûìè ïðÿìûìè

Ïðîäîëæàÿ àâàðèéíûé ñïóñê ïîñëå ïîâòîðíîé êîìàíäû äèñïåò÷åðà è äåçèíôîðìèðîâàííûé (òåì æå
äèñïåò÷åðîì) î ïðèáëèæåíèè ãðóçîâîãî ñàìîë¼òà ñïðàâà, âîïðåêè ïðîçâó÷àâøåìó òðåâîæíîìó ñèãíàëó
ïî íàáîðó âûñîòû, èñõîäÿùåìó îò áîðòîâîé ñèñòåìû ïðåäîòâðàùåíèÿ ñòîëêíîâåíèé, ýêèïàæ ïàññàæèð-
ñêîãî ñàìîë¼òà Òó-154 íåîæèäàííî è óæå ñëèøêîì ïîçäíî (çà òðè ñåêóíäû äî ñòîëêíîâåíèÿ) óâèäåë
êàòàñòðîôè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå Boeing 757-200PF (êîòîðûé ñíèæàëñÿ ïî ñèãíàëó ñâîåé áîðòîâîé ñè-
ñòåìû ïðåäîòâðàùåíèÿ ñòîëêíîâåíèé) ñëåâà îò ñâîåãî êóðñà. 1 èþëÿ 2002 ãîäà â 21:35:32 (ïî Ãðèíâè÷ó)
ðåéñû BTC 2937 è DHX 611 ñòîëêíóëèñü ¾ïîä ïðÿìûì óãëîì¿ íà âûñîòå 10634 ìåòðà (íàä Áîäåíñêèì
îçåðîì). Ïîãèáëè âñå: 52 ðåá¼íêà è 19 âçðîñëûõ.

Ïîó÷èòåëüíà çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè ìåæäó ñàìîë¼òàìè, ëåòÿùèìè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
ïî ïðÿìûì, åñëè èçâåñòíû òðè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè d1, d2, d3 â òðè (ïîñëåäîâàòåëüíûõ) ìîìåíòà
âðåìåíè t1, t2, t3. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñàìîë¼òàìè ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ôóíêöèþ âðåìåíè t, ïî ôîðìóëå:

d(t)2 = a (t− t0)
2 + d20 = a t2 + b t+ c =

=
d21 (t− t2) (t− t3) (t3 − t2) + d22 (t− t3) (t− t1) (t1 − t3) + d23 (t− t1) (t− t2) (t2 − t1)

(t1 − t2) (t2 − t3) (t3 − t1)
=

10×èñëî öèôð äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 3[4]4 ïðåâîñõîäèò òðè òðèëëèîíà. Â òî÷íîñòè, ÷èñëî öèôð ðàâíî 3638334640025.
11Èíöèäåíòíîñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, îçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ áîëåçíè â ¾îáùåé ïîïóëÿöèè¿.
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=

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
t1 t2 t3
d21 d22 d23

∣∣∣∣∣∣ t2 +
∣∣∣∣∣∣
1 1 1
d21 d22 d23
t21 t22 t23

∣∣∣∣∣∣ t+
∣∣∣∣∣∣
d21 d22 d23
t1 t2 t3
t21 t22 t23

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
t1 t2 t3
t21 t22 t23

∣∣∣∣∣∣
,

t0 = − b

2 a
, d20 = d(t0)

2 = c− b2

4 a
,

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñàìîë¼òàìè ñîâïàäàåò ñ d0. Îäíàêî òåïåðü ñëå-
äóåò ïîÿñíèòü, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ (íåïàðàìåòðèçîâàííûìè) ïðÿìûìè òðàåêòîðèÿìè ïîë¼òà
îñòà¼òñÿ íåîïðåäåë¼ííûì!12

9 Ðàáîòà ïî âûÿâëåíèþ è óñòðàíåíèþ ðàñïðîñòðàí¼ííûõ, êî÷ó-

þùèõ èç ó÷åáíèêà â ó÷åáíèê, îøèáîê

Â îòëè÷èå îò îáó÷åíèÿ èíûì ¾íåòî÷íûì¿ äèñöèïëèíàì, ñèñòåìàòè÷åñêîå âûÿâëåíèå è óñòðàíåíèå îøè-
áîê ÿâëÿåòñÿ åäâà ëè íå öåíòðàëüíûì ôîêóñîì â ïðîöåññå ïðåïîäàâàíèÿ ôèçèêè è ìàòåìàòèêè. Îøèáêè
âîçíèêàþò íåèçáåæíî è äîëæíû áûòü òùàòåëüíî âûÿâëåíû è ïîä÷¼ðêíóòû, à çàòåì äåòàëüíî îáñóæ-
äåíû è èñïðàâëåíû. Ïîðîé íåêîòîðûå îøèáêè ñòàíîâÿòñÿ íàñòîëüêî ðàñïðîñòðàí¼ííûìè, ÷òî çàêîíî-
ìåðíî (è äàæå óñòîé÷èâî) ïîÿâëÿþòñÿ â ýëåêòðîííûõ è ïå÷àòíûõ òåêñòàõ ðåãóëÿðíî ïåðåèçäàâàåìûõ
ó÷åáíèêîâ. Ìåòîäè÷åñêîå è ïîñëåäîâàòåëüíîå óñòðàíåíèå òàêèõ îøèáîê òðåáóåò âûñîêîé êâàëèôèêàöèè
ïî ïðåîäîëåíèþ âñåõ ¾óðîâíåé íåïîíèìàíèÿ¿, âêëþ÷àÿ óðîâåíü ñîñòàâèòåëåé è ðåöåíçåíòîâ øêîëüíûõ
ó÷åáíèêîâ. Ðàçóìååòñÿ, ðàñïðîñòðàí¼ííîñòü îøèáêè â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå íå ìîæåò ñëóæèòü ïðåäëîãîì
äëÿ å¼ îïðàâäåíèÿ, îñîáåííî â ¾òî÷íûõ¿ äèñöèïëèíàõ, çàòî (ñ äðóãîé ñòîðîíû) äîëæíà ñòàòü ñèãíà-
ëîì ê òùàòåëüíîìó èçó÷åíèþ âñåâîçìîæíûõ ïðè÷èí å¼ âîçíèêíîâåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðàáîòà íàä
òàêèìè îøèáêàìè îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïîó÷èòåëüíîé. Ïðèâåä¼ì êîíêðåòíûå ïðèìåðû ïî ðàáîòå íàä
ðàñïðîñòðàí¼ííûìè îøèáêàìè, âàæíîñòü êîòîðîé ëèøü âîçðàñòàåò â îòâåò íà ïðåíåáðåæåíèå èìè.13

9.1 Âðåìåíà ãîäà

Âî ìíîãèõ øêîëüíûõ àòëàñàõ ãåîãðàôèè è àñòðîíîìèè óêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ íàñòóïëåíèåì ëåòà â ñåâåðíîì
ïîëóøàðèè Çåìëè íàñòóïàåò çèìà â þæíîì ïîëóøàðèè. Îäíàêî íàñòóïëåíèå ëåòà èëè çèìû ÿâëÿåòñÿ
àñòðîíîìè÷åñêèì ñîáûòèåì,14 íå çàâèñÿùèì îò ìåñòîíàõîæäåíèÿ åãî íàáëþäàòåëÿ íà Çåìëå èëè çà
å¼ ïðåäåëàìè â êîñìè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Â ÷àñòíîñòè, ìîìåíò ëåòíåãî ñîëíöåñòîÿíèÿ íàñòóïàåò â
¾ðàçãàð¿ ïîëÿðíîãî äíÿ íà ñåâåðíîì ïîëþñå Çåìëè, à ìîìåíò çèìíåãî ñîëíöåñòîÿíèÿ � â ¾ðàçãàð¿
ïîëÿðíîãî äíÿ íà þæíîì.

9.2 Îïðåäåëåíèå âåñà

Â ñîâðåìåííûõ øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ ôèçèêè ìû èçëèøíå ÷àñòî âñòðå÷àåì òàêèå îïðåäåëåíèÿ: ¾âåñ òåëà
� ñèëà, ñ êîòîðîé ýòî òåëî äåéñòâóåò íà ãîðèçîíòàëüíóþ îïîðó èëè ðàñòÿãèâàåò ïîäâåñ¿, ¾âåñîì òåëà
íàçûâàþò ñèëó, ñ êîòîðîé ýòî òåëî äåéñòâóåò íà ïîäâåñ èëè îïîðó, íàõîäÿñü îòíîñèòåëüíî ïîäâåñà èëè
îïîðû â íåïîäâèæíîì ñîñòîÿíèè¿, ¾âåñ òåëà � ñèëà, ñ êîòîðîé ïðåäìåò âîçäåéñòâóåò íà îïîðó¿. Äàëåå
¾óòî÷íÿåòñÿ¿ [5], ÷òî ¾ñèëà òÿæåñòè � ñèëà, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ Çåìëåé.
Âåñ � ðåçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îïîðîé. Ñèëà òÿæåñòè ïðèëîæåíà â öåíòðå òÿæåñòè ïðåäìåòà, âåñ æå
� ñèëà, êîòîðàÿ ïðèëîæåíà íà îïîðó (íå íà ïðåäìåò)! Ôîðìóëû îïðåäåëåíèÿ âåñà íåò.¿15

12Î÷åâèäíî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè òðàåêòîðèÿìè îãðàíè÷åíî ñâåðõó òåì æå òîëüêî ÷òî âû÷èñëåííûì ìèíè-
ìàëüíûì ðàññòîÿíèåì d0 ìåæäó äâóìÿ ñàìîë¼òàìè.

13Òåì ñàìûì íåêîòîðûå îøèáêè ñòàíîâÿòñÿ ¾ìàðêåðàìè¿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ¾íàó÷íîãî óðîâíÿ¿ â òîì ñìûñëå, ÷òî èõ
ïðåîäîëåíèå òðåáóåò ïåðåõîäà íà ¾ñëåäóþùèé óðîâåíü¿.

14×¼òêîå îïðåäåëåíèå âðåì¼í ãîäà îñíîâûâàåòñÿ íà ãåîìåòðè÷åñêîé êîíöåïöèè î ïåðèîäè÷åñêîì èçìåíåíèè óãëà ìåæäó
îðáèòàëüíîé îñüþ âðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà è ñîáñòâåííîé îñüþ âðàùåíèÿ Çåìëè. Äðóãèå ¾îïðåäåëåíèÿ¿ âðåì¼í
ãîäà îïðåäåëåíèÿìè â ñòðîãîì ñìûñëå íå ÿâëÿþòñÿ.

15Èìåííî ïîäîáíûå íåâåæåñòâåííûå è ¾ñìåëûå¿ óòâåðæäåíèÿ íûíå êî÷óþò èç ó÷åáíèêà â ó÷åáíèê.
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Òàêèå ¾îïðåäåëåíèÿ¿ ïðèíöèïèàëüíî ïîðî÷íû íå òîëüêî ïîòîìó, ÷òî îíè íå ñîãëàñóþòñÿ ñ âåðíûì îïðå-
äåëåíèåì âåñà òåëà êàê ïðîèçâåäåíèÿ åãî ìàññû íà ¾ãðàâèòàöèîííîå¿ óñêîðåíèå [6], íî è ïîòîìó, ÷òî
îíè íåèçáåæíî ïðèâîäÿò ê îøèáî÷íûì ¾óìîçàêëþ÷åíèÿì¿. ßðêèì ïðîÿâëåíèåì âîçíèêøåé ïóòàíèöû
ñòàëà îøèáî÷íàÿ, íî óïðÿìàÿ êðèòèêà çàìå÷àòåëüíîé çàäà÷è î ¾òîííå æåëåçà è òîííå äåðåâà¿, ñôîð-
ìóëèðîâàííîé ß.È. Ïåðåëüìàíîì [7]. Çàäà÷à îáñóæäàëàñü íà ìíîãèõ èíòåðíåò-ñàéòàõ, òàêèõ êàê [8], íà
êîòîðûõ ôîðìèðîâàëîñü ¾åäèíîäóøíîå îïðîâåðæåíèå¿ ïðåäëîæåííîãî àâòîðîì çàäà÷è (âåðíîãî) ðåøå-
íèÿ. Â ðàìêàõ âûøåóêàçàííîãî ïîðî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ âîçäóõ ñòàíîâèòñÿ íåâåñîìûì, à àòìîñôåðíîå
äàâëåíèå ïåðåñòà¼ò áûòü âåñîì âîçäóõà, çàïîëíÿþùåãî ¾âûñîêèé¿ öèëèíäð ñ åäèíè÷íîé ïëîùàäüþ åãî
îñíîâàíèÿ. Îäèí èç ìîñêîâñêèõ øêîëüíèêîâ, óñïåøíî è ðåãóëÿðíî ó÷àñòâóþùèé â îëèìïèàäàõ ïî ìà-
òåìàòèêå è ôèçèêå, âñÿ÷åñêè ¾îáîñíîâûâàë ðàññóæäåíèå¿ î òîì, ÷òî ¾ñàìîë¼ò ñòàíîâèòñÿ íåâåñîìûì¿
â ìîìåíò åãî îòðûâà îò âçë¼òíîé ïîëîñû.16

9.3 Îïðåäåëåíèå ðîìáà

Â îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ øêîëàõ ñòàíîâèòñÿ ¾ïðèíÿòûì¿ äàâàòü îïðåäåëåíèå ðîìáó êàê ðàâíîñòîðîííå-
ìó ïàðàëëåëîãðàìó, íàðóøàÿ ôóíäàìåíòàëüíîå òðåáîâàíèå ëàêîíè÷íîñòè (è íåèçáûòî÷íîñòè) áàçîâûõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ (èëè èíûõ) îïðåäåëåíèé. Îäíàêî ëèøü ïðè èñõîäíîì îïðåäåëåíèè ðîìáà êàê ðàâíîñòî-
ðîííåãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ñòàíîâèòñÿ òðåáóþùåé äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìîé òî, ÷òî ðîìá íåïðåìåííî
îêàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè çàâåäîìî äàííîì îïðåäåëåíèè ðîìáó êàê îñîáîìó
ñëó÷àþ ïàðàëëåëîãðàììà, ó÷åíèêè ëèøàþòñÿ âîçìîæíîñòè ðàçìûøëåíèÿ íàä âîïðîñîì î òîì, ÷òî ðîìá
ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàìîì. Òàêîé âûâîä äîëæåí ñòàòü ñëåäñòâèåì êîððåêòíîãî íåèçáûòî÷íîãî îïðå-
äåëåíèÿ, à íå ñòàíîâèòüñÿ ÷àñòüþ èçáûòî÷íîãî (è ñëåäîâàòåëüíî, ïîðî÷íîãî) îïðåäåëåíèÿ. Òåì ñàìûì
âûøåóêàçàííîå èçáûòî÷íîå è ðàñïðîñòðàí¼ííîå îïðåäåëåíèå ðîìáà ñëåäóåò âûÿâëÿòü è èñïðàâëÿòü â
øêîëüíûõ ó÷åáíèêàõ ïî ãåîìåòðèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ � 19-29-14141.
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