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1 Íåôîðìàëüíîå ââåäåíèå

Êóáîì ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðàâèëüíûé ãåêñàýäð � îäíî èç ïÿòè ïëàòîíîâûõ òåë (òåòðàýäð, ãåê-
ñàýäð, îêòàýäð, äîäåêàýäð, èêîñàýäð). Òàê êàê õàðàêòåðèñòèêà Ýéëåðà äëÿ äâóìåðíîé ñôåðû
� 2, òî â êàæäîì èç ïÿòè ñëó÷àåâ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî: ÷èñëî ãðàíåé � ÷èñëî ð¼áåð +
÷èñëî âåðøèí = 2. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êóáà ýòî òîæäåñòâî âûãëÿäèò òàê: 6 − 12 + 8 = 2. Êó-
áèê Ðóáèêà áóäåì ðàññìàòðèâàòü, êàê ñîñòîÿùèé èç øåñòè ãðàííûõ, äâåíàäöàòè ð¼áåðíûõ è
âîñüìè âåðøèííûõ êóáèêîâ, ïðè÷¼ì ãðàííûå êóáèêè áóäåì ñ÷èòàòü "ôèêñèðîâàííûìè". Äëÿ
ýòîãî âûáåðåì è "çàôèêñèðóåì" îäèí èç øåñòè ãðàííûõ êóáèêîâ â êà÷åñòâå ïåðåäíåãî. Äàëåå
âûáåðåì è "çàôèêñèðóåì" îäèí èç ÷åòûð¼õ åìó ñîñåäíèõ (òî åñòü èñêëþ÷èì èç ïîñëåäóþùåãî
âûáîðà ïðîòèâîïîëîæíûé óæå âûáðàííîìó) ãðàííûõ êóáèêîâ â êà÷åñòâå ïðàâîãî. 24 ñïîñîáà
"ôèêñàöèè" ãðàííûõ êóáèêîâ ñîîòâåòñòâóþò 24 ýëåìåíòàì ãðóïïû âðàùåíèé êóáà. Êàæäîìó
ãðàííîìó êóáèêó ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îäíó èç øåñòè öèôð � 0, 1, 2, 3, 4, 5. Ð¼áåðíûå è âåð-
øèííûå êóáèêè ñî÷ò¼ì ðàñïîëîæåííûìè â ð¼áåðíûõ è âåðøèííûõ ÿ÷åéêàõ, ñîîòâåòñòâåííî.
Êàæäîé èç 12 ð¼áåðíûõ ÿ÷ååê ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó öèôð; à êàæ-
äîé èç 8 âåðøèííûõ ÿ÷ååê - óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó. Âåðõíèé, ïðàâûé è ïåðåäíèé ãðàííûå
êóáèêè îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî öèôðàìè 0, 1 è 2. Ãðàííûå êóáèêè, ïðîòèâîïîëîæíûå äðóã
äðóãó, áóäóò îòëè÷àòüñÿ íà 3 "ïî ìîäóëþ 6". Ð¼áåðíóþ ÿ÷åéêó îáîçíà÷èì ïàðîé â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ äâóìÿ å¼ ñîñåäíèìè ãðàííûìè êóáèêàìè, à âåðøèííóþ � òðîéêîé â ñîîòâåòñòâèè ñ
òðåìÿ å¼ ñîñåäíèìè ãðàííûìè êóáèêàìè. Ñëåäóþùóþ óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 12
ð¼áåðíûõ è 8 âåðøèííûõ êóáèêîâ îáúÿâèì "íà÷àëüíîé ïîçèöèåé ãäå "öâåò" êàæäîé "ãðàíè"
ñîâïàäàåò ñ "öâåòîì" ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàííîãî êóáèêà; èëè, òî÷íåå ñêàçàòü, ãäå êàæäûé
ð¼áåðíûé êóáèê ñîâïàäàåò êàê óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ñî ñâîåé ð¼áåðíîé ÿ÷åéêîé, è êàæäûé
âåðøèííûé êóáèê ñîâïàäàåò êàê óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà ñî ñâîåé âåðøèííîé ÿ÷åéêîé:

(01 12 20 23 34 42 45 50 04 53 31 15 012 234 450 531 240 105 321 543).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíîé ïîçèöèè ãðàííûå êóáèêè ìîæíî íå óêàçûâàòü, òàê
êàê îíè íàìè óæå "çàôèêñèðîâàíû". Äâà ñïîñîáà óïîðÿäî÷èòü ïàðó öèôð ñîîòâåòñòâóþò
äâóì âîçìîæíûì "îðèåíòàöèÿì" ð¼áåðíîãî êóáèêà â çàäàííîé ÿ÷åéêå. Ó âåðøèííîãî êóáè-
êà â îïðåäåë¼ííîé ÿ÷åéêå òðè âîçìîæíûå "îðèåíòàöèè" ñîîòâåòñòâóþò òð¼ì öèêëè÷åñêèì
ïåðåñòàíîâêàì óïîðÿäî÷åííîé òðîéêè. Îòîæäåñòâèì íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ ñ åäèíè÷íûì ýëå-
ìåíòîì ãðóïïû S12 × S8 × Z12

2 × Z8
3. Ãðóïïîé Ðóáèêà G áóäåì íàçûâàòü ïîäãðóïïó ãðóïïû

S12×S8×Z12
2 ×Z8

3, "ïîðîæä¼ííóþ" øåñòüþ "âðàùåíèÿìè êîòîðûå ìû òàêæå îáîçíà÷èì öèô-
ðàìè 0, 1, 2, 3, 4, 5. Èç êîíòåêñòà ñòàíåò ÿñíî, óêàçûâàåò ëè öèôðà íà ãðàííûé êóáèê èëè íà
"âðàùåíèå" ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó "ñëîÿ". Ïîñïåøèì çàÿâèòü, ÷òî, "çàôèêñèðîâàâ" ãðàííûå
êóáèêè, ìû øåñòü óêàçàííûõ öèôð ñìîæåì îñâîáîäèòü äëÿ îäíîçíà÷íîãî óêàçàíèÿ èìåííî
âðàùåíèé. Óòî÷íèì, ÷òî ïî îòíîøåíèþ ê íàðóæíîé íîðìàëè ÷¼òíûå öèôðû áóäóò îáîçíà-
÷àòü âðàùåíèÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à íå÷¼òíûå � âðàùåíèÿ ïðîòèâ. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêóþ
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ïðîåêöèþ
π := π12 × π8 : G→ S12 × S8

G 3 g 7→ π(g) = (π12(g), π8(g)),

ãäå π12 ïðîåöèðóåò ýëåìåíò g ∈ G íà ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó ïåðåñòàíîâêó ð¼áåðíûõ êó-
áèêîâ, à π8 ïðîåöèðóåò òîò æå ýëåìåíò g íà ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó ïåðåñòàíîâêó âåðøèí-
íûõ êóáèêîâ. Òàê êàê ëþáîå èç øåñòè âðàùåíèé ñîîòâåòñòâóåò 4-öèêëàì â S12 è S8, òî
ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G, áóäó÷è ïîðîæä¼ííûì ýòèìè âðàùåíèÿìè, ïðîåöèðóåòñÿ íà ýëåìåíò
π(g) = (π12(g), π8(g)) =: (σ, τ), ïðè òîì, ÷òî σ è τ ëèáî îáå ÷¼òíûå, ëèáî îáå íå÷¼òíûå, êàê
ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòó g ïåðåñòàíîâêè â S12 è S8. Â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ ìû äîêàæåì,
÷òî ýòî åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà π(g) = (σ, τ) � îáðàç ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà g ∈ G.
Ýòî åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåò π(G) � îáðàç ãîìîìîðôèçìà π, êàê
ïîäãðóïïó ãðóïïû S12 × S8, èíäåêñ êîòîðîé â S12 × S8 åñòü [S12 × S8 : π(G)] = 2. Òåì ñàìûì
ìû ñìîæåì ïîñ÷èòàòü ìîùíîñòü ãðóïïû π(G):

|π(G)| = 1

2
|S12 × S8| =

1

2
(12!)(8!) = 21637537211 = 9656672256000;

à âçÿâ ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà âñåâîçìîæíûõ "ïîðîæä¼ííûõ" øåñòüþ óêàçàííûìè "âðàùåíèÿìè"
ñî÷åòàíèé "îðèåíòàöèé" ð¼áåðíûõ (211) è ÷èñëà âñåâîçìîæíûõ ñî÷åòàíèé "îðèåíòàöèé" âåð-
øèííûõ (37) êóáèêîâ, è ïîñ÷èòàâ ìîùíîñòü ÿäðà π

|Ker(π)| = 21137 = 4478976,

ìû ñìîæåì ïîñ÷èòàòü ìîùíîñòü è ñàìîé ãðóïïû Ðóáèêà G:

|G| = |π(G)||Ker(π)| = (21637537211)(21137) = 227314537211 = 43252003274489856000.

2 Î ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïïàõ

Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê n ñèìâîëîâ îáîçíà÷èì êàê Sn. Äâà ýëå-
ìåíòà σ, τ ∈ Sn íàçîâ¼ì ñîïðÿæ¼ííûìè â Sn (â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü "â Sn"), åñëè
∃ρ ∈ Sn : ρ−1σρ = τ .1 Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå ñîïðÿæ¼ííîñòè ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì,
è åñëè σ ñîïðÿæåíî ñ τ , òî τ ñîïðÿæåíî ñ σ. Äðóãèìè ñëîâàìè, îòíîøåíèå ñîïðÿæ¼ííîñòè
ÿâëÿåòñÿ åù¼ è ñèììåòðè÷íûì. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îòíîøåíèå òàêæå è òðàíçèòèâíî.
Òàêèì îáðàçîì, Sn ìîæíî ðàçáèòü íà êëàññû ñîïðÿæ¼ííîñòè. À òàê êàê ëþáóþ ïåðåñòàíîâêó
èç Sn ìîæíî çàïèñàòü êàê êîìïîçèöèþ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ (õîòÿ ñëîâîñî÷åòàíèå íåçàâèñè-
ìûå öèêëû ìû íå îïðåäåëÿëè, åãî ñìûñë î÷åâèäåí), òî ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííîñòè Sn åñòü
÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ñóììû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ýòî ÷èñëî ìû îáîçíà÷èì êàê P (n).

2.1 Ïîäñ÷¼ò ÷èñëà P (n) � ÷èñëà êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííîñòè Sn

Îïðåäåëåíèå 2.1 Ïóñòü n ∈ N. Êëàññîì ñîïðÿæ¼ííîñòè Sn óðîâíÿ k, 1 ≤ k ≤ n,
íàçîâ¼ì ëþáîé êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè Sn, ïðåäñòàâèòåëè êîòîðîãî ñîñòîÿò èç öèêëîâ, äëèíà
êîòîðûõ íå ìåíüøå k.

1Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ïåðåñòàíîâêà ñëåâà ïðèìåíÿåòñÿ ïåðâîé. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðèíÿòîìó îáîçíà÷åíèþ â
îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ðå÷ü èä¼ò î êîìïîçèöèè ôóíêöèé. Îäíàêî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ðå÷ü èä¼ò èìåííî î
êîìïîçèöèè ïåðåñòàíîâîê, ïîðÿäîê èõ ïðèìåíåíèÿ ñëåâà íàïðàâî âñòðå÷àåòñÿ íå òàê óæ ðåäêî. Âî âñÿêîì ñëó-
÷àå, ïðåäëîæåííûé â äàííîé ðàáîòå ïîðÿäîê ïðèìåíåíèÿ ïåðåñòàíîâîê ñëåâà íàïðàâî íèñêîëüêî íå óñòóïàåò
â óäîáñòâå îáðàòíîìó ïîðÿäêó ñïðàâî íàëåâî.
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×èñëî êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííîñòè Sn óðîâíÿ k � ýòî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ñóììû,
ñîñòîÿùèå èç ñëàãàåìûõ, íå ìåíüøèõ k. Ýòî ÷èñëî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê Pk(n). Òîãäà
P1(n) = P (n) è Pn(n) = 1. Òóò æå çàìåòèì, ÷òî (∀k > n) Pk(n) = 0.

Óáåäèìñÿ â âåðíîñòè ñëåäóþùåé "ðåêêóðåíòíîé" ôîðìóëû:

(∀k : 1 ≤ k < n) Pk(n) = Pk(n− k) + Pk+1(n). (1)

Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ñóììû ñëàãàåìûõ, íå ìåíüøèõ k � Pk(n), åñòü
íè÷òî èíîå êàê ñóììà ÷èñëà ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ñóììû ñëàãàåìûõ, íå ìåíüøèõ k, è ñîäåð-
æàùèå k êàê ñëàãàåìîå � Pk(n− k), è ÷èñëà ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ñóììû ñëàãàåìûõ, ñòðîãî
ïðåâîñõîäÿùèõ k � Pk+1(n).

Äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ, ñêàæåì P (8), êðàòíî ïðèìåíèì ôîðìóëó (1):

P (8) = P1(8) = P1(7) + P2(8) = P1(7) + P2(6) + P3(8) =
= P1(7) + P2(6) + P3(5) + P4(8) = P1(7) + P2(6) + P3(5) + P4(4) + P5(8).

Äàëåå ìîæíî íå ïðîäîëæàòü, èáî èçâåñòíî, ÷òî P5(8) = 1, òàê êàê ÷èñëî 8 ðàçáèâàåòñÿ íà
ñóììó ñëàãàåìûõ, ñòðîãî ïðåâîñõîäÿùèõ 4, ëèøü îäíèì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Çàìå÷àíèå 2.1 Èç ôîðìóëû (1) íåìåäëåííî ñëåäóåò ðàâåíñòâî

Pk(2k + l) = Pk(k + l) + Pk+1(2k + l),

êîòîðîå â ñëó÷àå, êîãäà l = 0 èëè l = 1, óïðîùàåòñÿ â ðàâåíñòâî

Pk(2k + l) = Pk(k + l) + 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèé áóäåì ïîëüçîâàòñÿ ôîðìóëîé:

P (n) = 1 +

2k≤n∑
1≤k

Pk(n− k). (2)

Çàìå÷àíèå 2.2 Åñëè k ≥ 2, l = 0 èëè l = 1, òî Pk(k+ l) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n ≥ 4,
ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñóììû â ôîðìóëå (2) � Pk(k + l), l = 0 èëè l = 1, âñåãäà îêàçûâàåòñÿ
åäèíèöåé, à ðàâåíñòâî â çàìå÷àíèè (2.1) óïðîùàåòñÿ äàëåå:

Pk(2k + l) = 1 + 1 = 2.

Ïðèìåðû 2.1

P (1) = 1

P (2) = 1 + P1(1) = 1 + 1 = 2

P (3) = 1 + P1(2) = 1 + 2 = 3

P (4) = 1 + P1(3) + P2(2) = 1 + 3 + 1 = 5

P (5) = 1 + P1(4) + P2(3) = 1 + 5 + 1 = 7

P (6) = 1 + P1(5) + P2(4) + P3(3) = 1 + 7 + 2 + 1 = 11

P (7) = 1 + P1(6) + P2(5) + P3(4) = 1 + 11 + 2 + 1 = 15.
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Â ïîñëåäíèõ äâóõ ïðèìåðàõ ìû ïîëüçîâàëèñü ñëåäñòâèåì ôîðìóëû (1), óêàçàííîì â çàìå-
÷àíèèÿõ (2.1) è (2.2), äëÿ âû÷èñëåíèÿ P2(4) è P2(5). Êàê áûëî óêàçàíî, îáà çíà÷åíèÿ ðàâíû
2.

Ôîðìóëó (2) ìîæíî "íåìíîãî îáîáùèòü":

(∀m : 1 ≤ m < n) Pm(n) = 1 +

2k≤n∑
m≤k

Pk(n− k). (3)

Ïðîäîëæèì äâóìÿ ñåðèÿìè ïðèìåðîâ âû÷èñëåíèé, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (3).

Ïðèìåðû 2.2

P2(6) = 1 + P2(4) + P3(3) = 1 + 2 + 1 = 4

P2(7) = 1 + P2(5) + P3(4) = 1 + 2 + 1 = 4

P2(8) = 1 + P2(6) + P3(5) + P4(4) = 1 + 4 + 1 + 1 = 7

P2(9) = 1 + P2(7) + P3(6) + P4(5) = 1 + 4 + 2 + 1 = 8

P2(10) = 1 + P2(8) + P3(7) + P4(6) + P5(5) = 1 + 7 + 2 + 1 + 1 = 12.

È îïÿòü â ïîñëåäíèõ äâóõ ïðèìåðàõ ìû íå îáîøëèñü áåç çàìå÷àíèÿ (2.2) äëÿ âû÷èñëåíèÿ
P3(6) = 2 è P3(7) = 2.

Ïðèìåðû 2.3

P3(8) = 1 + P3(5) + P4(4) = 1 + 1 + 1 = 3

P3(9) = 1 + P3(6) + P4(5) = 1 + 2 + 1 = 4.

Ïîëàãàÿñü íà ñäåëàííûå âû÷èñëåíèÿ, ïðîäîëæèì ïîñëåäíåé ñåðèåé ïðèìåðîâ, â èòîãå
êîòîðîé ìû âû÷èñëèì ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííîñòè íå òîëüêî äëÿ S8, íî è äëÿ S12.

Ïðèìåðû 2.4

P (8) = 1 + P1(7) + P2(6) + P3(5) + P4(4) = 1 + 15 + 4 + 1 + 1 = 22

P (9) = 1 + P1(8) + P2(7) + P3(6) + P4(5) = 1 + 22 + 4 + 2 + 1 = 30

P (10) = 1 + P1(9) + P2(8) + P3(7) + P4(6) + P5(5) = 1 + 30 + 7 + 2 + 1 + 1 = 42

P (11) = 1 + P1(10) + P2(9) + P3(8) + P4(5) + P5(6) = 1 + 42 + 8 + 3 + 1 + 1 = 56

P (12) = 1+P1(11)+P2(10)+P3(9)+P4(8)+P5(7)+P6(6) = 1+56+12+4+2+1+1 = 77.

2.2 Ïîðîæäàþùèå ïîäìíîæåñòâà Sn

Îïðåäåëåíèå 2.2 Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû
Sn ïîêðûâàåò n, åñëè îíî íå îñòàâëÿåò ôèêñèðîâàííûõ ñèìâîëîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîäìíî-
æåñòâî ãðóïïû Sn ïîêðûâàåò n, åñëè äëÿ ëþáîãî èç n ñèìâîëîâ, ñêàæåì äëÿ s, ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò σ � ýëåìåíò óêàçàííîãî ïîäìíîæåñòâà � òàêîé, ÷òî σ(s) 6= s.
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Tåîðåìà 2.1 Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå, n ≥ 3. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî {σ, τ} ⊂ Sn ïîêðû-
âàåò n, ãäå σ � (n − 1)-öèêë, à τ � òðàíñïîçèöèÿ. Òîãäà ïîäìíîæåñòâî {σ, τ} ïîðîæäàåò
Sn.

Äîêàçàòåëüñòâî Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî σ = (2 . . . n), τ =
(1 n − 1). Ñî÷ò¼ì èçâåñòíûì òîò ôàêò, ÷òî Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè, è òåì ñàìûì
áóäåì ñ÷èòàòü íàøó òåîðåìó äîêàçàííîé, êàê òîëüêî ìû ïîêàæåì, ÷òî σ è τ ïîðîæäàþò
ëþáóþ òðàíñïîçèöèþ. Ìû ñìîæåì ïîëó÷èòü ëþáóþ òðàíñïîçèöèþ âèäà (1 s), ãäå 2 ≤ s ≤ n,
ñîïðÿãàÿ τ ñ σ. À èìåííî, (1 s) = (σs(1) σs(n− 1)) = σ−sτσs. Íî òîãäà, êàê è òðåáîâàëîñü, σ
è τ ïîðîæäàþò âîîáùå ëþáóþ òðàíñïîçèöèþ (s t), ãäå 1 ≤ s < t ≤ n, èáî (s t) = (1 s)(1 t)(1
s). �

Ñëåäñòâèå 2.1 S8 ïîðîæäàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì {σ, τ}, ïîêðûâàþùèì 8, ãäå σ � 7-öèêë,
à τ � òðàíñïîçèöèÿ.

Ñëåäñòâèå 2.2 S12 ïîðîæäàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì {σ, τ}, ïîêðûâàþùèì 12, ãäå σ � 11-
öèêë, à τ � òðàíñïîçèöèÿ.

3 Ãðóïïà Ðóáèêà G

Îòíûíå áóäåì ñîêðàùàòü ñëîâîñî÷åòàíèÿ ãðàííûå êóáèêè, ð¼áåðíûå êóáèêè è âåðøèííûå
êóáèêè íà ãðàíè, ð¼áðà è âåðøèíû, ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 3.1 Åñëè óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà i0i1 � ðåáðî, òî óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó èëè
òðàíñïîçèöèþ (i0 i1) áóäåì íàçûâàòü íåîðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì.

Åñëè óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà i0i1i2 � âåðøèíà, òî 3-öèêë (i0 i1 i2) áóäåì íàçûâàòü íåîðè-
åíòèðîâàííîé âåðøèíîé.

Íî è ïðèëàãàòåëüíûå íåîðèåíòèðîâàííîå è íåîðèåíòèðîâàííàÿ ìû áóäåì îïóñêàòü, åñëè
îíè ïîäðàçóìåâàþòñÿ êîíòåêñòîì. Êàê ðàç â ñëåäóþùåé ãëàâå � ãëàâå (3.1) � ð¼áðà è âåðøèíû
ïðåäïîëàãàþòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûìè. Â ãëàâå (3.2) òàêîãî î ð¼áðàõ è âåðøèíàõ ïîäðàçóìå-
âàòü íå ñòàíåì. Åñëè ïîíàäîáèòñÿ ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðåáðî íå íåîðèåíòèðîâàííîå èëè ÷òî
âåðøèíà íå íåîðèåíòèðîâàííàÿ, òî ìû ïðèáåãíåì ê ïðèëàãàòåëüíûì îðèåíòèðîâàííîå è îðè-
åíòèðîâàííàÿ, ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ìû óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé (òðîéêîé) i îáîçíà÷èëè ðåáðî
(âåðøèíó), òî áóäåì ïðèáåãàòü ê òîìó æå îáîçíà÷åíèþ i äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íåîðèåíòèðîâàííî-
ãî ðåáðà (íåîðèåíòèðîâàííîé âåðøèíû), òî åñòü áóäåì îïóñêàòü ñêîáêè (·), óêàçûâàþùèå íà
ïðåîáðàçîâàíèå ïàðû èëè òðîéêè i â ñîîòâåòñòâóþùèé öèêë (i).

Îïðåäåëåíèå 3.2 Ýëåìåíò g ∈ G ãðóïïû Ðóáèêà íàçîâ¼ì ð¼áåðíûì, åñëè îí íå
"çàòðàãèâàåò" âåðøèíû. Àíàëîãè÷íî, ýëåìåíò g ∈ G ãðóïïû Ðóáèêà íàçîâ¼ì âåðøèííûì,
åñëè îí íå "çàòðàãèâàåò" ð¼áðà.

3.1 Ïîäãðóïïà π(G) � îáðàç ãîìîìîðôèçìà π

Ëåììà 3.1.1 Ãðóïïà Ðóáèêà ñîäåðæèò ð¼áåðíûé 11-öèêë.
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Çàìå÷àíèå 3.1.1 Ïðèëàãàòåëüíîå ð¼áåðíûé ìîæíî áûëî áû îïóñòèòü, òàê êàê ëþáîé
ýëåìåíò ãðóïïû Ðóáèêà ïîðÿäêà 11 ÿâëÿåòñÿ ð¼áåðíûì 11-öèêëîì.

Ïðåäúÿâèì ýëåìåíò, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåòñÿ ëåììîé (3.1), è îáîçíà÷èì åãî
êàê h11. À èìåííî,

h11 := (0123)3

ÿâëÿåòñÿ ð¼áåðíûì 11-öèêëîì. Ýëåìåíò h11 ïåðåâîäèò "íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ"

(01 12 20 23 34 42 45 50 04 53 31 15 012 234 450 531 240 105 321 543).

â ïîçèöèþ

(35 31 12 51 20 10 45 24 32 04 50 43 012 234 450 531 240 105 321 543).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýëåìåíò h11 âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé 11 ð¼-
áåð:

(01 24 50 31 12 20 34 51 23 40 35).

Çàìåòèì, ÷òî h11 îñòàâëÿåò ðåáðî 45 ôèêñèðîâàííûì.

Ëåììà 3.1.2 Ãðóïïà Ðóáèêà ñîäåðæèò âåðøèííûé 7-öèêë.

Çàìå÷àíèå 3.1.2 Õîòÿ ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû Ðóáèêà ïîðÿäêà 7 ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, ïðè-
ëàãàòåëüíîå âåðøèííûé â ïîñëåäíåé ëåììå íè â êîåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ëèøíèì.

Ïðåäúÿâèì ýëåìåíò, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåòñÿ ëåììîé (3.2), è îáîçíà÷èì åãî
êàê h7. À èìåííî,

h7 := (0122)9

ÿâëÿåòñÿ âåðøèííûì 7-öèêëîì. Ýëåìåíò h7 ïåðåâîäèò "íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ"

(01 12 20 23 34 42 45 50 04 53 31 15 012 234 450 531 240 105 321 543).

â ïîçèöèþ

(01 12 20 23 34 42 45 50 04 53 31 15 450 024 051 012 531 132 342 543).

Áîëåå êðàòêî, ýëåìåíò h7 âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé 7 âåðøèí:

(012 531 240 342 321 051 450).

Çàìåòèì, ÷òî h7 îñòàâëÿåò âåðøèíó 543 ôèêñèðîâàííîé.

Ëåììà 3.1.3 Ãðóïïà Ðóáèêà ñîäåðæèò ýëåìåíò h2 2-ãî ïîðÿäêà, òðàíñïîíèðóþùèé äâà
ðåáðà è òðàíñïîíèðóþùèé äâå âåðøèíû.

Çàìå÷àíèå 3.1.3 Ýëåìåíò, óêàçàííûé â ëåììå (3.3), ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû íå
òîëüêî ðåáðî 45 îêàçàëîñü îäíèì èç äâóõ ïåðåñòàâëÿåìûõ, íî è ÷òîáû âåðøèíà 543 òîæå
îêàçàëàñü îäíîé èç äâóõ ïåðåñòàâëÿåìûõ. Èìåííî òàêîé ýëåìåíò ìû è ïîäáåð¼ì. Ýòî ïîç-
âîëèò íàì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäñòâèÿìè (2.1) è (2.2) ) òåîðåìû (2.1) ñ öåëüþ äîêàçàòåëüñòâà
ñëåäóþùåé òåîðåìû � òåîðåìû (3.1).
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Ïðåäúÿâèì ýëåìåíò h2:

h2 := 244422244434433342444222444 305533300044430533300044430555333000
440222112000440222112000.

Ýëåìåíò h2 âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé ð¼áåðíî-âåðøèííîé ïàðîé òðàíñïîçèöèé:

(45 43)(543 045).

Ýëåìåíò h2 áûë ïîäîáðàí â ñîãëàñèè ñ çàìå÷àíèåì (3.3).

Çàìå÷àíèå 3.1.4 Äëÿ âûøåóêàçàííîé ð¼áåðíî-âåðøèííîé ïàðû òðàíñïîçèöèé ìû ìîãëè
áû "óêîðîòèòü" ýëåìåíò h2, âçÿâ

h2 = 244422244434433342444222444305533300044430533300044430555333000.2

Òåì íå ìåíåå, ïðèñîåäèíèâ ê "óêîðî÷åííîìó" h2 "ñóôôèêñ"

g3 := (440222112000)2,

èìåííî "óäëèí¼ííûé" h2 ñòàíîâèòñÿ ýëåìåíòîì 2-ãî ïîðÿäêà â ñàìîé ãðóïïå G. "Óêîðî÷åííûé"
h2 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì 6-ãî ïîðÿäêà â ãðóïïå G. Ðàçóìååòñÿ, è "óäëèí¼ííûé" è "óêîðî÷åííûé"
h2 îòîáðàæàåòñÿ â ýëåìåíò 2-ãî ïîðÿäêà â π(G). Áîëåå òîãî, èõ îáðàçû ñîâïàäàþò â π(G).
Ìåíÿÿ "îðèåíòàöèþ" âåðøèíû 450 íà 045 è "îðèåíòàöèþ" âåðøèíû 234 íà 342 ýëåìåíòîì-
ñóôôèêñîì g3, ìû òåì ñàìûì ñîõðàíèëè "îðèåíòàöèþ" âñåõ ð¼áåð è âåðøèí, îñòàâøèõñÿ
"íà ñâîèõ ìåñòàõ" ïîñëå ïðèëîæåíèÿ "óäëèí¼ííîãî" h2. Åñëè áû ìû âñ¼ æå óêàçàëè íà
"óêîðî÷åííûé ýëåìåíò" â êà÷åñòâå âûáðàííîãî, òî ïðèøëîñü áû íàì óêàçàòü è íà ñîîò-
âåòñòâóþùóþ åìó, óæå ìåíåå ñèìïàòè÷íóþ, ð¼áåðíî-âåðøèííóþ ïàðó òðàíñïîçèöèé:

(45 43)(543 504 354 450 435 045)(234 342 423).

Çàìå÷àíèå 3.1.5 Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà óïîðÿäî÷åííîé
òðîéêè ñèìâîëîâ 2 3 4 óêàçàííûì â çàìå÷àíèè (3.4) ýëåìåíòîì-ñóôôèêñîì g3 ÿâëÿåòñÿ
îáðàòíîé åãî öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå óïîðÿäî÷åííîé òðîéêè ñèìâîëîâ 4 5 0.

Ïîäðîáíûé ðàçãîâîð îá îðèåíòàöèè íóæäàåòñÿ õîòÿ áû â ñòðîãîì å¼ îïðåäåëåíèè, ÷òî
áóäåò ñäåëàíî â ãëàâå (3.2). Â òîé æå ãëàâå � ãëàâå (3.2), ìû âåðí¼ìñÿ ê îáñóæäåíèþ ýëåìåíòà
g3. À ñåé÷àñ ïîäûòîæèì ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû â ñëåäóþùåé òåîðåìå � òåîðåìå (3.1).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû (3.1) áóäåò óäîáíûì äàòü åù¼ äâà îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1 Ïóñòü h ∈ G. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî h � ÷¼òíî (íå÷¼òíî), åñëè îáà
îáðàçà ïðåîáðàçîâàíèÿ h � π12(h) è π8(h) ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè (íå÷¼òíûìè), êàê ïåðåñòàíîâêè
â S12 è S8, ñîîòâåòñòâåííî.

2Äëÿ ìèíèìèçàöèè âåðîÿòíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ îøèáêè â ñòîëü äëèííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèôð áû-
ëà íàïèñàíà ïðîãðàììà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé âûïîëíÿëàñü àâòîìàòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ýòîé è âñåõ äðóãèõ, åé
ïðåäøåñòâóþùèõ è ïîñëåäóþùèõ, óêàçàííûõ â ðàáîòå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âðàùåíèé.
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Îïðåäåëåíèå 3.1.2 Ðàññìîòðèì S12 è S8 êàê ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê ð¼áåð è âåðøèí, ñî-
îòâåòñòâåííî. Áóäåì íàçûâàòü òðàíñïîçèöèþ â S12 îñîáîé, èëè îñîáîãî âèäà, åñëè ðåáðî
45, à òî÷íåå ðåáðî â ÿ÷åéêå 45, îêàçàëîñü îäíèì èç äâóõ ïåðåñòàâëÿåìûõ. Òðàíñïîçèöèþ â
S8 íàçîâ¼ì îñîáîé, èëè îñîáîãî âèäà, åñëè âåðøèíà 543, à òî÷íåå âåðøèíà â ÿ÷åéêå 543, îêà-
çàëàñü îäíîé èç äâóõ ïåðåñòàâëÿåìûõ. Îñîáûå òðàíñïîçèöèè â S12 è S8 áóäåì îáîçíà÷àòü
êàê τ12 è τ8, ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òðàíñïîçèöèÿ âèäà τn, åñëè îíà îñîáàÿ
êàê òðàíñïîçèöèÿ â Sn.

Çàìå÷àíèå 3.1.6 π12(h2) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç 11 íåòðèâèàëüíûõ òðàíñïîçèöèåé âèäà τ12,
à π8(h2) � îäíîé èç 7 íåòðèâèàëüíûõ òðàíñïîçèöèåé âèäà τ8. Êîíå÷íî æå, òðèâèàëüíûå
ïåðåñòàíîâêè e12 è e8 ÿâëÿþòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè âèäà τ12 è τ8, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 3.1.7 Ïóñòü h ∈ G, h � ÷¼òíî (íå÷¼òíî). Òîãäà π12(h), áóäó÷è ÷¼òíîé
(íå÷¼òíîé) ïåðåñòàíîâêîé, âûðàæàåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ ÷¼òíîãî (íå÷¼òíîãî) ÷èñëà òðàíñ-
ïîçèöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê êîìïîçèöèÿ
òð¼õ òðàíñïîçèöèé îñîáîãî âèäà

τ12 = (π12(h11))
−pπ12(h2)(π12(h11))

p = π12(h
−p
11 h2h

p
11), 0 ≤ p ≤ 10.3

Àíàëîãè÷íî, π8(h) âûðàæàåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ ÷¼òíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöèé îñîáîãî âè-
äà

τ8 = (π8(h7))
−qπ8(h2)(π8(h7))

q = π8(h
−q
7 h2h

q
7), 0 ≤ q ≤ 6.

Òåïåðü çàïèøåì, äëÿ óêàçàííûõ τ12 è τ8, ïîëüçóÿñü íåçàâèñèìîñòüþ h11 è h7,

(τ12, τ8) = (π12(h
−p
11 h2h

p
11), π8(h

−q
7 h2h

q
7)) =

= (π12(h
−p
11 h

−q
7 h2h

q
7h

p
11), π8(h

−p
11 h

−q
7 h2h

q
7h

p
11)) = π(h−p11 h

−q
7 h2h

q
7h

p
11) =: τ

è óâèäèì, ÷òî π(h) ìîæíî âûðàçèòü êàê êîìîçèöèþ ÷¼òíîãî (íå÷¼òíîãî) ÷èñëà ýëåìåíòîâ
S12 × S8 âèäà τ .

Çàìå÷àíèå 3.1.8 Íà ñàìîì äåëå, êàê ìû óñòàíîâèëè óæå â "íåôîðìàëüíîì ââåäåíèè h
� ÷¼òíî (íå÷¼òíî) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî π12(h) ∈ S12, ëèáî π8(h) ∈ S8 ÷¼òíà
(íå÷¼òíà), êàê ïåðåñòàíîâêà â S12 èëè S8, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 3.1.9 h � ÷¼òíî (íå÷¼òíî) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîñòîèò èç
÷¼òíîãî (íå÷¼òíîãî) ÷èñëà âðàùåíèé 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Çàäàäèì ãîìîìîðôèçì
φ : Z2 → S12 × S8

1 7→ (π12(h2), π8(h2)) = π(h2),

è äåéñòâèå Z2 íà A12 × A8 ñîïðÿæåíèåì c φ(z) :

(∀z ∈ Z2,∀σ ∈ A12 × A8) z · σ := φ(z)σφ(z).4

3Î òîì, ÷òî ëþáóþ òðàíñïîçèöèþ ìîæíî âûðàçèòü êàê êîìïîçèöèþ òð¼õ òðàíñïîçèöèé îñîáîãî âèäà, áûëî
ñêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû (2.1).

4Ýòî òîæå äåéñòâèå, ÷òî è äåéñòâèå z·σ := φ(z)σφ(z)−1, òàê êàê õàðàêòèðèñòèêà Z2 = 2, à φ � ãîìîìîðôèçì.
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Îïðåäåëèì ãðóïïó H := (A12 × A8)o Z2 ñ îïåðàöèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé óêàçàííîìó íàìè
äåéñòâèþ Z2 íà A12 × A8 :

(∀z′, z′′ ∈ Z2,∀σ′, σ′′ ∈ A12 × A8) (σ′, z′)(σ′′, z′′) = (σ, z),

ãäå σ = σ′(z′ · σ′′) = σ′φ(z′)σ′′φ(z′) ∈ A12 × A8, à z = z′z′′ ∈ Z2.

Tåîðåìà 3.1 Ãðóïïà Ðóáèêà G ñîäåðæèò ïîäãðóïïó H, èçîìîðôíóþ ãðóïïå (A12×A8)oZ2

ñ îïåðàöèåé, óêàçàííîé â å¼ îïðåäåëåíèè, ïðåäøåñòâóþùåì òåîðåìå.5

Äîêàçàòåëüñòâî Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî (A12 × A8) E (A12 × A8)o Z2 õîòÿ áû ïîòîìó,
÷òî [(A12 × A8)o Z2 : A12 × A8] = 2.

Ïóñòü h11, h7 è h2 � ýëåìåíòû ãðóïïû G, óêàçàííûå ëåììàìè (3.1), (3.2) è (3.3), ñîîò-
âåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî ïàðà π12(h11) � îáðàç ýëåìåíòà h11 è π12(h2) � îáðàç ýëåìåíòà h2,
â π12(G) ≤ S12, ïîðîæäàåò S12, áóäó÷è ïàðîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ (2.2)
òåîðåìû (2.1). Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîäìíîæåñòâî {π12(h11), π12(h2)} ïîêðûâàåò 12, ïðèòîì, ÷òî
π12(h11) ÿâëÿåòñÿ 11-öèêëîì, à π12(h2) � òðàíñïîçèöèåé â S12. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå π12
ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì: π12(G) = S12. Àíàëîãè÷íî, ïàðà π8(h7) � îáðàç ýëåìåíòà h7 è π8(h2)
� îáðàç ýëåìåíòà h2, â π8(G) ≤ S8, ïîðîæäàåò S8, áóäó÷è ïàðîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
âèÿì ñëåäñòâèÿ (2.1) òåîðåìû (2.1). Òåì ñàìûì è îòîáðàæåíèå π8 ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì:
π8(G) = S8.

Ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñþðúåêòèâíîñòü π12 è π8 ìîæíî è ïî-äðóãîìó. Èç çàìå÷àíèÿ (3.6)
ñëåäóåò, ÷òî π12(G) ñîäåðæèò âñå òðàíñïîçèöèè âèäà τ12 è, ñëåäîâàòåëüíî, âîîáùå âñå òðàíñ-
ïîçèöèè â S12 âìåñòå ñî âñåìè å¼ ïåðåñòàíîâêàìè. Èç çàìå÷àíèÿ (3.6) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî π8(G)
ñîäåðæèò âñå òðàíñïîçèöèè âèäà τ8 è, ñòàëî áûòü, âîîáùå âñå ïåðåñòàíîâêè S8.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè (σ12, σ8) � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû A12 × A8, òî

∃h ∈ G, h � ÷¼òíî è π(h) = (σ12, σ8).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ïîêàçàòü, çàïèøåì σ12, êàê êîìïîçèöèþ ÷¼òíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöèé
âèäà τ12, èç çàìå÷àíèÿ (3.6), à σ8, êàê êîìïîçèöèþ ÷¼òíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöèé âèäà τ8, èç
òîãî æå çàìå÷íèÿ (3.6):

σ12 = ρ1ρ2 . . . ρs,
s � ÷¼òíîå, è êàæäàÿ òðàíñïîçèöèÿ ρi � òðàíñïîçèöèÿ âèäà τ12 :

ρi = π12(h
−pi
11 h2h

pi
11), 0 ≤ pi ≤ 10, 1 ≤ i ≤ s;

σ8 = ω1ω2 . . . ωt,
t � ÷¼òíîå, è êàæäàÿ òðàíñïîçèöèÿ ωj � òðàíñïîçèöèÿ âèäà τ8 :

ωj = π8(h
−qj
7 h2h

qj
7 ), 0 ≤ qj ≤ 6, 1 ≤ j ≤ t.

Èñêîìûé ýëåìåíò h óäîâëåòâîðÿåò:

π(h) = (π12(h), π8(h)) = (σ12, σ8).

5Ìû óæå óñïåëè îòîæäåñòâèòü äâå èçîìîðôíûå äðóã äðóãó ãðóïïû, õîòÿ ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî, ñòðîãî
ãîâîðÿ, ãðóïïà H, óêàçàííàÿ â òåîðåìå, ëèøü èçîìîðôíà ãðóïïå H, óêàçàííîé â å¼ îïðåäåëåíèè.
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Âîçì¼ì h = h12h8, ãäå

h12 = h−p111 h2h
p1
11h
−p2
11 h2h

p2
11 . . . h

−ps
11 h2h

ps
11,

h8 = h−q17 h2h
q1
7 h
−q2
7 h2h

q2
7 . . . h

−qt
7 h2h

qt
7 ,

è ïðîâåðèì, ÷òî

π(h) = π(h12h8) = (π12(h12h8), π8(h12h8)) =
= (π12(h12)π12(h8), π8(h12)π8(h8)) = (π12(h12), π8(h8)) = (σ12, σ8).

Â ïðåäïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû ïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî π12(h8) = e12 � åäèíè÷íûé ýëå-
ìåíò S12, è, ÷òî π8(h12) = e8 � åäèíè÷íûé ýëåìåíò S8. Ðàâåíñòâî (π12(h12), π8(h8)) = (σ12, σ8)
îáåñïå÷åíî ñàìîé êîíñòðóêöèåé ýëåìåíòîâ h12 è h8.

Åñëè σ12 è σ8 � íå÷¼òíûå â S12 è S8, ñîîòâåòñòâåííî, òî (σ12π12(h12), σ8π8(h8)) ∈ A12 × A8,
è ìû ìîæåì íàéòè h � òàêîé, ÷òî

π(h) = (σ12π12(h12), σ8π8(h8)).

Òîãäà hh2 ÿâëÿåòñÿ òåì ýëåìåíòîì G, îòîáðàæåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ (σ12, σ8):

π(hh2) = π(h)π(h2) = (σ12π12(h12), σ8π8(h8))(π12(h12), π8(h8)) = (σ12, σ8).

Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå:

ψ : G→ H = (A12 × A8)o Z2

h 7→

{
(π(h), 0) ïðè h � ÷¼òíî,

(π(hh2), 1) ïðè h � íå÷¼òíî,

ñ îïåðàöèåé â ãðóïïå H, óêàçàííîé â îïðåäåëåíèè, ïðåäøåñòâóþùåì òåîðåìå, ÿâëÿåòñÿ ãî-
ìîìîðôèçìîì. Êëþ÷åâûì â ïðîâåðêå òîãî, ÷òî ψ � ãîìîìîðôèçì, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî òàêî-
âûì ÿâëÿåòñÿ π. Îñóùåñòâèì, îäíàêî, äåòàëüíóþ ïðîâåðêó. Ïóñòü h′, h′′ ∈ G. Îòìåòèì, ÷òî
φ(0) = (e12, e8) =: e � åäèíè÷íûé ýëåìåíò A12 × A8 è ðàññìîòðèì ÷åòûðå âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

• Îáà h′ è h′′ ÷¼òíû:

ψ(h′)ψ(h′′) = (π(h′), 0)(π(h′′), 0) =
= (π(h′)φ(0)π(h′′)φ(0), 0) = (π(h′)π(h′′), 0) = (π(h′h′′), 0) = ψ(h′h′′).

• h′ � ÷¼òíî, h′′ � íå÷¼òíî:

ψ(h′)ψ(h′′) = (π(h′), 0)(π(h′′h2), 1) =
= (π(h′)φ(0)π(h′′h2)φ(0), 1) = (π(h′)π(h′′h2), 1) = (π(h′h′′h2), 1) = ψ(h′h′′).

• h′ � íå÷¼òíî, h′′ � ÷¼òíî:

ψ(h′)ψ(h′′) = (π(h′h2), 1)(π(h
′′), 0) = (π(h′h2)φ(1)π(h

′′)φ(1), 1) =
= (π(h′h2)π(h2)π(h

′′)π(h2), 1) = (π(h′h2h2h
′′h2), 1) = (π(h′h′′h2), 1) = ψ(h′h′′).
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• Îáà h′ è h′′ íå÷¼òíû:

ψ(h′)ψ(h′′) = (π(h′h2), 1)(π(h
′′h2), 1) = (π(h′h2)φ(1)π(h

′′h2)φ(1), 0) =
= (π(h′h2)π(h2)π(h

′′h2)π(h2), 0) = (π(h′h2h2h
′′h2), 0) = (π(h′h′′h2), 0) = ψ(h′h′′).

Òàê êàê â ñþðúåêòèâíîñòè φ ñîìíåâàòüñÿ íå ïðèõîäèòñÿ, ïîäãðóïïó H ≤ G ìîæåì ñìåëî
ñ÷èòàòü ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè h11, h7 è h2, è ñ÷èòàòü òåîðåìó (3.1) äîêàçàííîé. �

Çàìå÷àíèå 3.1.10 Î åäèíñòâåííîñòè h ñ çàäàííûì îòîáðàæåíèåì π(h) = (σ12, σ8), ñó-
ùåñòâîâàíèå êîòîðîãî, áûëî äîêàçàíî â ïðåäûäóùåé òåîðåìå � òåîðåìå (3.1), íå ìîæåò
áûòü è ðå÷è. Êàæäûé òàêîé h îêàçûâàåòñÿ ñðåäè 4478976, îáëàäàþùèõ åãî îáðàçîì π(h), î
÷¼ì áóäåò ðàññêàçàíî â ñëåäóþùåé ãëàâå � ãëàâå (3.2).

3.2 Íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà Ker(π) � ÿäðî ãîìîìîðôèçìà π

Ïîíÿòèå ÿ÷åéêè, óæå ââåä¼ííîå â "íåôîðìàëüíîì ââåäåíèè ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì â ýòîé ãëàâå.
Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî 12 ð¼áåðíûõ ÿ÷ååê è 8 âåðøèííûõ îêàçûâàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè, ïîñêîëüêó
òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ âñå 6 ãðàíåé. Êàæäóþ èç 12 ð¼áåðíûõ ÿ÷ååê ìû îáîçíà÷èëè êîíêðåòíîé
óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé, à êàæäóþ èç 8 âåðøèííûõ êîíêðåòíîé óïîðÿäî÷åííîé òðîéêîé. Êàæ-
äîé ð¼áåðíîé ÿ÷åéêå, êàê êîíêðåòíîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðå, ñîîòâåòñòâóþò äâà ðåáðà, êàê äâå
âîçìîæíûå ïåðåñòàíîâêè ýòîé ïàðû. Êàæäîé âåðøèííîé ÿ÷åéêå, êàê êîíêðåòíîé óïîðÿäî-
÷åííîé òðîéêå, ñîîòâåòñòâóþò òðè âåðøèíû, êàê òðè âîçìîæíûå öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè
ýòîé òðîéêè. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ ð¼áåð ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì âñåâîçìîæíûõ
âåðøèí � 12 · 2 = 8 · 3 = 24.

Ìû áóäåì îïóñêàòü ïðèëàãàòåëüíîå ð¼áåðíàÿ èëè âåðøèííàÿ, óêàçûâàÿ ÿ÷åéêó, åñëè îíî
ïîäðàçóìåâàåòñÿ êîíòåêñòîì.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1 Åñëè ij � ð¼áåðíàÿ ÿ÷åéêà, i′j′ � ðåáðî, à g ∈ G � ïðåîáðàçîâàíèå,
ïåðåâîäÿùåå íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ

( . . . i j . . . )

â ïîçèöèþ
( . . . i′ j′ . . . ),

òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåáðî i′j′ çàíÿëî ÿ÷åéêó ij ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ g.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ijk � âåðøèííàÿ ÿ÷åéêà, i′j′k′ � âåðøèíà, à ïðåîáðàçîâàíèå g ïåðåâîäèò
íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ

( . . . i j k . . . )

â ïîçèöèþ
( . . . i′ j′ k′ . . . ),

òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíà i′j′k′ çàíÿëà ÿ÷åéêó ijk ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ
g.
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3.2.1 Ð¼áåðíàÿ ïîäãðóïïà ÿäðà ãîìîìîðôèçìà π

Ìíîãèå ðàññóæäåíèÿ ýòîãî ïàðàãðàôà � ïàðàãðàôà (3.2.1) � ìîæíî ñ÷èòàòü ïðåäâàðèòåëüíû-
ìè. Îíè ïîëó÷àò äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå � ïàðàãðàôå (3.2.2).

Îòîæäåñòâèì S2 � ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê óïîðÿäî÷åííîé ïàðû ñèìâîëîâ 0 è 1 ñ äâóõýëå-
ìåíòíîé ãðóïïîé âû÷åòîâ Z2.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1.1 Ïóñòü j := j0j1 � ÿ÷åéêà è ïóñòü ïåðåñòàíîâêà σ ∈ S2 òàêàÿ, ÷òî
ðåáðî jσ := jσ(0)jσ(1) çàíÿëî ÿ÷åéêó i := i0i1 ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ g ∈ G. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ïóñòü g ∈ G ïåðåâîäèò íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ

( . . . i0 i1 . . . )

â ïîçèöèþ
( . . . jσ(0)jσ(1) . . . ).

Åñëè σ � íåòðèâèàëüíà, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííîìó ðåáðó j = j0j1
çàäàíà îðèåíòàöèÿ 1 ∈ Z2, â ÿ÷åéêå i = i0i1, ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ g ∈ G; è îðèåí-
òàöèÿ 0 ∈ Z2, åñëè èíà÷å.

×åòûðå ð¼áåðíûå ÿ÷åéêè, ñîîòâåòñòâóþùèå íåêîé çàäàííîé ãðàíè i, 0 ≤ i ≤ 5, îáîçíà÷èì
êàê i-ÿ÷åéêè.

Çàìå÷àíèå 3.2.1 Ê ÿ÷åéêå i0i1 ñõîäÿòñÿ ãðàíè i0 è i1, è òåì ñàìûì ÿ÷åéêà i0i1 ÿâëÿåòñÿ
ik-ÿ÷åéêîé äëÿ k = 0 è k = 1.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1.2 Ïóñòü ðåáðî j0j1 çàíèìàåò ÿ÷åéêó i0i1, ÿâëÿþùóþñÿ ik-ÿ÷åéêîé,
0 ≤ k ≤ 1. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèìâîë jk ðåáðà j0j1, â ÿ÷åéêå i0i1, ãðàíè÷èò ñ ik.

Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà, ôîðìóëà (4), ïîëàãàåòñÿ íà äâà îïðåäåëåíèÿ � îïðåäåëåíèå (3.2.1.1)
è îïðåäåëåíèå (3.2.1.2).

Ïóñòü íåîðèåíòèðîâàííîìó ðåáðó j = j0j1 çàäàíà îðèåíòàöèÿ z ∈ Z2 â ik-ÿ÷åéêå i0i1, k = 0
èëè k = 1. Ïóñòü l = 0 èëè l = 1 òàêîå, ÷òî ñèìâîë jl ðåáðà j0j1 ãðàíè÷èò ñ ik. Ñî÷ò¼ì k è l
ýëåìåíòàìè Z2. Òîãäà îðèåíòàöèÿ âåðøèíû j0j1 â ÿ÷åéêå i0i1 ñîâïàäàåò ñ ðàçíèöåé k− l â Z2,
òî åñòü

Z2 3 z = k − l, (4)

÷òî ïîçâîëÿåò íàì âû÷èñëèòü îðèåíòàöèþ ðåáðà â ÿ÷åéêå äâóìÿ ñïîñîáàìè, ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè äâóì ãðàíÿì, ñõîäÿùèìñÿ ê íåé.

Óòâåðæäåíèå 3.1 Ñóììà îðèåíòàöèé ÷åòûð¼õ ð¼áåð, ðàñïîëîæåííûõ â ÷åòûð¼õ i-
ÿ÷åéêàõ, èíâàðèàíòíà ïðè âðàùåíèè i, 0 ≤ i ≤ 5.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ êàæäîãî m, 0 ≤ m ≤ 3, lm òàêîé, ÷òî ñèìâîë jmlm íåîðèåíòèðîâàí-
íîãî ðåáðà jm0 j

m
1 , â i-ÿ÷åéêå i

m
0 i

m
1 , ãðàíè÷èò ñ i, à km òàêîé, ÷òî imkm = i, òî ñóììó îðèåíòàöèé,

î êîòîðîé èä¼ò ðå÷ü, ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (4) ìîæíî âû÷èñëèòü òàê:∑
m

km − lm =
∑
m

km −
∑
m

lm,
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ãäå ïåðâàÿ ñóììà
∑

m km � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ãðàíè i, è êàæäîå ñëàãàåìîå âòîðîé
� lm � çàâèñèò ëèøü îò îðèåíòàöèè, çàäàííîé ñîîòâåòñòâóþùåìó ðåáðó � jm0 j

m
1 , äî âðàùåíèÿ i,

è íå èçìåíÿåòñÿ ïðè å¼ èçìåíåíèè ïîñëå âðàùåíèÿ i. Èòàê, íè òà, íè äðóãàÿ ñóììà íå çàâèñèò
îò âðàùåíèÿ i.

È âñ¼ æå, åñëè óòâåðæäåíèå (3.1) íå ïîêàæåòñÿ óáåäèòåëüíûì, òî ìû ðåêîìåíäó-
åì "ïåðåéòè" ê ñëåäóþùåìó ïàðàãðàôó � ïàðàãðàôó (3.2.2), â êîòîðîì äîêàçûâàåòñÿ
"óñèëåííàÿ" âåðñèÿ óòâåðæäåíèÿ (3.1) � óòâåðæäåíèå (3.2).

Çàìå÷àíèå 3.2.2 Ñóììà îðèåíòàöèé âñåõ ð¼áåð â íà÷àëüíîé ïîçèöèè ðàâíà 0 ∈ Z2, òàê
êàê îðèåíòàöèÿ ëþáîãî ðåáðà â ñâîåé "èñõîäíîé" ÿ÷åéêå ðàâíà 0 ∈ Z2.

Èç óòâåðæäåíèÿ (3.1), ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå (3.2.2), âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå � ñëåä-
ñòâèå (3.1).

Ñëåäñòâèå 3.1 Ñóììà îðèåíòàöèé âñåõ ð¼áåð "âñåãäà" ðàâíà 0 ∈ Z2.

3.2.2 Âåðøèííàÿ ïîäãðóïïà ÿäðà ãîìîìîðôèçìà π

Ðàññìîòðèì A3 êàê ãðóïïó ÷¼òíûõ ïåðåñòàíîâîê óïîðÿäî÷åííîé òðîéêè ñèìâîëîâ 0, 1 è 2,
ïîðîæä¼ííîé öèêëîì (0 1 2 ), è îòîæäåñòâèì å¼ ñ òð¼õýëåìåíòíîé ãðóïïîé âû÷åòîâ Z3.

Îïðåäåëåíèå 3.2.2.1 Ïóñòü i := i0i1i2 è j := j0j1j2 � ÿ÷åéêè, è ïóñòü ïåðåñòàíîâêà
σ ∈ A3 òàêàÿ, ÷òî âåðøèíà jσ := jσ(0)jσ(1)jσ(2) çàíÿëà ÿ÷åéêó i := i0i1i2 ïîä äåéñòâèåì
ïðåîáðàçîâàíèÿ g ∈ G. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïóñòü g ∈ G ïåðåâîäèò íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ

( . . . i0 i1 i2 . . . )

â ïîçèöèþ
( . . . jσ(0)jσ(1)jσ(2) . . . ).

Åñëè z ∈ Z3 òàêîå, ÷òî σ = (0 1 2 )z, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåîðèåíòèðîâàííàÿ âåð-
øèíà j ïðèîáðåëà îðèåíòàöèþ z ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ g ∈ G, èëè ÷òî íåîðèåíòè-
ðîâàííîé âåðøèíå j çàäàíà îðèåíòàöèÿ z â ÿ÷åéêå i.

Åñëè ïîäðàçóìåâàòü ïðåîáðàçîâàíèå g, ÿ÷åéêó i è òî, ÷òî âåðøèíà j íåîðèåíòèðîâàíà,
òî ñîêðàù¼ííî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíå j çàäàíà îðèåíòàöèÿ z.

Ñàìó ïåðåñòàíîâêó σ áóäåì îáîçíà÷àòü êàê σ(g), èëè êàê σ(g, j).

Çàìå÷àíèå 3.2.3 Õîòÿ â îïðåäåëåíèè (3.2.2.1) j è jσ � äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû, åñëè σ
íåòðèâèàëüíà, j è jσ ñîâïàäàþò, íåçàâèñèìî îò σ, êàê äâå íåîðèåíòèðîâàííûå âåðøèíû, ñ
îäíîé è òîé æå íåîðèåíòèðîâàííîé âåðøèíîé.

Çàìå÷àíèå 3.2.4 Â îïðåäåëåíèè (3.2.2.1) òðåáîâàíèå îò j áûòü ÿ÷åéêîé ÿâëÿåòñÿ ôîð-
ìàëüíûì. Åñëè êîíêðåòíàÿ, óæå îòíþäü íå ôîðìàëüíàÿ, ÿ÷åéêà i ïîäðàçóìåâàåòñÿ, òî
ÿ÷åéêó j ìîæåò çàíÿòü âîîáùå ëþáàÿ óïîðÿäî÷íàÿ òðîéêà, à σ äàæå "íå óçíàåò". Â ÷àñò-
íîñòè, ÿ÷åéêó j = j0j1j2 ìîæåò çàíÿòü ëþáàÿ âåðøèíà j′ = j′0j

′
1j
′
2. Òàêóþ "íåçàâèñèìîñòü"

σ îò j, îáåñïå÷åííóþ îñòàâëåííîé "â ïîêîå" ÿ÷åéêîé i, âûðàçèì òàê:

σ(g, j) = σ(g, j′).
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Òåì ñàìûì, ìû ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî â îïðåäåëåíèè (3.2.2.1) óïîðÿäî÷íàÿ òðîéêà j ÿâëÿåòñÿ
"ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé ôóêöèè σ".

×åòûðå ÿ÷åéêè, ñîîòâåòñòâóþùèå íåêîé çàäàííîé ãðàíè i, 0 ≤ i ≤ 5, îáîçíà÷èì êàê i-
ÿ÷åéêè.

Çàìå÷àíèå 3.2.5 Ê ÿ÷åéêå i0i1i2 ñõîäÿòñÿ 3 ãðàíè � i0, i1 è i2, è òåì ñàìûì ÿ÷åéêà i0i1i2
ÿâëÿåòñÿ ik-ÿ÷åéêîé äëÿ k = 0, 1 è 2.

Îïðåäåëåíèå 3.2.2.2 Ïóñòü k = 0, 1 èëè 2, è ïóñòü âåðøèíà j0j1j2 çàíèìàåò ik-ÿ÷åéêó
i0i1i2. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèìâîë jk âåðøèíû j0j1j2, â ÿ÷åéêå i0i1i2, ãðàíè÷èò ñ ik.

Ïîëüçóÿñü äâóìÿ îïðåäåëåíèÿìè � îïðåäåëåíèåì (3.2.2.1) è îïðåäåëåíèåì (3.2.2.2), âûâå-
äåì ôîðìóëó (5) äëÿ âû÷èñëåíèÿ îðèåíòàöèè, ïðèîáðåò¼ííîé âåðøèíîé.

Ïóñòü çàäàíû k è l, 0 ≤ k, l ≤ 2. Ïóñòü íåîðèåíòèðîâàííîé âåðøèíå j = j0j1j2 çàäàíà
îðèåíòàöèÿ z ∈ Z3, â ik-ÿ÷åéêå i = i0i1i2, è ïóñòü ñèìâîë jl âåðøèíû j ãðàíè÷èò ñ ik. Ñî÷ò¼ì
k è l ýëåìåíòàìè Z3. Òîãäà z � îðèåíòàöèÿ âåðøèíû j, çàäàííàÿ â ÿ÷åéêå i, âû÷èñëÿåòñÿ êàê
ðàçíèöà k − l â Z3, òî åñòü

Z3 3 z = k − l. (5)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè z � îðèåíòàöèÿ âåðøèíû j, çàäàííàÿ â ÿ÷åéêå i, òî, ïî îïðåäåëåíèþ
(3.2.2.1), âåðøèíà jσ çàíèìàåò ÿ÷åéêó i, ãäå σ = (0 1 2 )z. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ (3.2.2.2),
σ(l) = k, à ñëåäîâàòåëüíî, z = σ(l)− l = k − l, ÷òî è óòâåðæäàåòñÿ ôîðìóëîé (5).

Çàìå÷àíèå 3.2.6 Ôîðìóëà (5) ïîçâîëÿåò íàì âû÷èñëèòü îðèåíòàöèþ âåðøèíû â ÿ÷åéêå
òðåìÿ ñïîñîáàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè òð¼ì ãðàíÿì, ñõîäÿùèìñÿ ê ÿ÷åéêå.

Çàìå÷àíèå 3.2.7 Ïóñòü k = 0, 1 èëè 2, è ïóñòü âåðøèíà i := i0i1i2 çàíèìàåò ik-ÿ÷åéêó
i = i0i1i2. Ïî îïðåäåëåíèþ (3.2.2.2), ñèìâîë ik âåðøèíû i ãðàíè÷èò ñ ik. Åñëè σ = σ(ik, i), òî
âåðøèíà iσ = iσ(0)iσ(1)iσ(2) =: i′0i

′
1i
′
2 çàéì¼ò ik-ÿ÷åéêó, ñêàæåì, ÿ÷åéêó i′′0i

′′
1i
′′
2, ïîä äåéñòâèåì

âðàùåíèÿ ik. Òàê êàê ïîä äåéñòâèåì âðàùåíèÿ ik òîò æå ñèìâîë ik = i′σ−1(k) âåðøèíû iσ =

i′0i
′
1i
′
2, â ÿ÷åéêå i

′′
0i
′′
1i
′′
2, ãðàíè÷èò ñ ik, òî i

′′
σ−1(k) = ik.

Íåñêîëüêî "îáîáùèì" "÷àñòíîå" çàìå÷àíèå (3.2.7) çàìå÷àíèåì (3.2.8).

Çàìå÷àíèå 3.2.8 Ïóñòü k = 0, 1 èëè 2, è ïóñòü âåðøèíà j := j0j1j2 çàíèìàåò ik-ÿ÷åéêó
i := i0i1i2. Ïî îïðåäåëåíèþ (3.2.2.2), ñèìâîë jk âåðøèíû j = j0j1j2 ãðàíè÷èò ñ ik. Çàïèøåì,
ïîëüçóÿñü çàìå÷àíèåì (3.2.4), σ = σ(ik, i) = σ(ik, j). Òîãäà âåðøèíà j

σ = jσ(0)jσ(1)jσ(2) =: j′0j
′
1j
′
2

çàéì¼ò ik-ÿ÷åéêó, ñêàæåì, ÿ÷åéêó i′0i
′
1i
′
2, ïîä äåéñòâèåì âðàùåíèÿ ik, ãäå i

′
σ−1(k) = ik, ïî

çàìå÷àíèþ (3.2.7). Òàê êàê jk = j′σ−1(k), òî òîò æå ñèìâîë � ñèìâîë jk âåðøèíû jσ = j′0j
′
1j
′
2,

òåïåðü óæå â ÿ÷åéêå i′0i
′
1i
′
2 ãðàíè÷èò ñ ik.

Ìåíåå ôîðìàëüíî, íî áîëåå ëàêîíè÷íî, çàìå÷àíèå (3.2.8), çàïèøåì òàê:

"ñèìâîë âåðøèíû, ãðàíè÷àùèé ñ i, íå èçìåíÿåòñÿ ïðè âðàùåíèè i".

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (5) è ïîëàãàÿñü íà ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå � çàìå÷àíèå (3.2.8), äîêàæåì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå � óòâåðæäåíèå (3.2).
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Óòâåðæäåíèå 3.2 Ïóñòü çàäàíî i, 0 ≤ i ≤ 5. Ñóììà îðèåíòàöèé ÷åòûð¼õ âåðøèí,
ðàñïîëîæåííûõ â ÷åòûð¼õ i-ÿ÷åéêàõ, èíâàðèàíòíà ïðè âðàùåíèè i.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðîíóìåðóåì ÷åòûðå i-ÿ÷åéêè "ïîñëåäîâàòåëüíûìè" ýëåìåíòàìè èç
Z4 ïî íàïðàâëåíèþ âðàùåíèÿ i. Ïóñòü äî âðàùåíèÿ i, äëÿ êàæäîãî m ∈ Z4, âåðøèíà j

m :=
jm0 j

m
1 j

m
2 çàíèìàåò i-ÿ÷åéêó im := im0 i

m
1 i

m
2 . Çàäàäèì äëÿ êàæäîãî m km òàêîé, ÷òî imkm = i. Áåç

ïîòåðè îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî îðèåíòàöèÿ êàæäîé èç ÷åòûð¼õ íåîðèåíòèðîâàííûõ
âåðøèí jm, çàäàííàÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêå im, ðàâíà íóëþ â Z3. Òîãäà, åñëè äëÿ êàæäîãî
m lm òàêîé, ÷òî ñèìâîë jmlm âåðøèíû jm, â i-ÿ÷åéêå im, ãðàíè÷èò ñ i, òî lm = km. Áîëåå òîãî, ïî
çàìå÷àíèþ (3.2.8), lm çàâèñèò òîëüêî îò ñàìîé íåîðèåíòèðîâàííîé âåðøèíû jm è íå çàâèñèò
îò âðàùåíèÿ i. Îðèåíòàöèþ zm âåðøèíû jm, çàäàííóþ ïîñëå âðàùåíèÿ i, â ÿ÷åéêå im+1, ìîæíî
âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå (5):

Z3 3 zm = km+1 − lm = km+1 − km.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Z3 3
∑
m

zm =
∑
m

km − km+1 = 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Çàìå÷àíèå 3.2.9 Ìû íå òîëüêî äîêàçàëè óòâåðæäåíèå (3.2), íî è âûÿñíèëè, êàêîâîé
îêàæåòñÿ ïðèîáðåò¼ííàÿ îðèåíòàöèÿ êàæäîé èç ÷åòûð¼õ âåðøèí ïîñëå âðàùåíèÿ i.

Çàìå÷àíèå 3.2.10 Ñóììà îðèåíòàöèé âñåõ âåðøèí â íà÷àëüíîé ïîçèöèè ðàâíà 0 ∈ Z3,
òàê êàê îðèåíòàöèÿ ëþáîé âåðøèíû â ñâîåé "èñõîäíîé" ÿ÷åéêå ðàâíà 0 ∈ Z3.

Èç óòâåðæäåíèÿ (3.2), ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå (3.2.10), âûòåêàåò ñëåäñòâèå (3.2).

Ñëåäñòâèå 3.2 Ñóììà îðèåíòàöèé, ïðèîáðåò¼ííûõ ïîä äåéñòâèåì ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈
G, âñåõ âåðøèí ðàâíà 0 ∈ Z3.

3.2.3 Ñòðóêòóðà ÿäðà ãîìîìîðôèçìà Ker(π)

Îñíîâíàÿ ðàáîòà äëÿ äîêàòåëüñòâà ñëåäóþùåé òåîðåìû � òåîðåìû (3.2) � áûëà óæå ïðîäå-
ëàíà â ïðåäûäóùåé ãëàâå � ãëàâå (3.2). Îñòàëàñü ëèøü "òåõíè÷åñêàÿ" å¼ ÷àñòü. Ïî õîäó
äîêàçàòåëüñòâà ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ñëåäñòâèÿ (3.1) è (3.2) óòâåðæäåíèé (3.1) è (3.2),
ñîîòâåòñòâåííî.

Tåîðåìà 3.2 Ãðóïïà Ðóáèêà ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó N, èçîìîðôíóþ ãðóïïå
Z11

2 × Z7
3.

Äîêàçàòåëüñòâî Îïðåäåëèì N := Ker(π), îáåñïå÷èâ òåì ñàìûì "íîðìàëüíîñòü" ïîä-
ãðóïïû N â ãðóïïå G. Ïîäãðóïïà N "ïîðîæäàåòñÿ" äâóìÿ ýëåìåíòàìè, êîòîðûå ìû íàçîâ¼ì
g2 è g3, ïîðÿäêà 2 è 3, ñîîòâåòñòâåííî.6

g2 := 041115544545554551000444.

6Òî÷íåå ñêàçàòü, ïîäãðóïïà N E G, áóäó÷è íîðìàëüíîé, "ïîðîæäàåòñÿ" ýëåìåíòàìè g2 è g3, ïðè èõ ñî-
ïðÿæåíèè ýëåìåíòàìè ïîäãðóïïû H ≤ G. Ðàçóìååòñÿ, ñàìà ãðóïïà Z11

2 × Z7
3 íèêàê íå ñìîæåò ïîðîäèòü ñåáÿ

íèêàêèìè äâóìÿ ñîáñòâåííûìè ãåíåðàòîðàìè, è ìû, áîæå óïàñè, òàêîãî ïðåäëàãàòü íå ñòàíåì. Çäåñü óìåñòíî
îòìåòèòü,÷òî è g23 ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñîîòâåòñòâóþùèì åìó ñîïðÿæåíèåì g3.
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Ð¼áåðíûé ýëåìåíò g2 çàäà¼ò îðèåíòàöèþ 1 ∈ Z2 ïàðå íåîðèåíòèðîâàííûõ ð¼áåð 45 è 40 â
"ñâîèõ" ÿ÷åéêàõ 45 è 40, ñîîòâåòñòâåííî.

Òàê êàê ïîäãðóïïà H ≤ G ñîäåðæèò âñå òðàíñïîçèöèè ð¼áåð âèäà τ12, òî îðáèòà ýëåìåíòà
g2 ïîä äåéñòâèåì H ñîïðÿæåíèÿìè ñîäåðæèò âñå 11 ýëåìåíòîâ, çàäàþùèõ îðèåíòàöèþ 1 ∈ Z2

ëþáîé ïàðå ð¼áåð, îäíî èç êîòîðûõ ðåáðî 45, â "ñâîèõ" ÿ÷åéêàõ, îäíà èç êîòîðûõ ÿ÷åéêà 45.
Ýòè 11 ýëåìåíòîâ óæå íåïîñðåäñòâåííî, òî åñòü áåç âñÿêîé íà òî ïîìîùè îò H, ïîðîæäàþò
âñåâîçìîæíûå îðèåíòàöèè ð¼áåð. Òî÷íåå ñêàçàòü, ìû ìîæåì ïðèäàòü ëþáûì "óãîäíûì" íàì
11 ð¼áðàì ëþáóþ "óãîäíóþ" íàì îðèåíòàöèþ. Ëèøü îñòàâëåííîå íàìè 12-îå ðåáðî áóäåò
èìåòü óæå âûíóæäåííóþ, îïðåäåë¼ííóþ íàøèì âûáîðîì îðèåíòàöèè, îðèåíòàöèþ.

Ýëåìåíò g3 óæå áûë íàìè óêàçàí. Ýòî òîò ñàìûé ýëåìåíò-ñóôôèêñ, "óäëèíÿþùèé" h2.
Îäíàêî, ìû äëÿ ðàçíîîáðàçèÿ óêàæåì äðóãîé.

g3 := (231133322244)2.7

Âåðøèííûé ýëåìåíò g3 çàäà¼ò îðèåíòàöèþ 1 ∈ Z3 íåîðèåíòèðîâàííîé âåðøèíå 543 â ÿ÷åé-
êå 543 è "ïðîòèâîïîëîæíóþ" îðèåíòàöèþ −1 ∈ Z3 íåîðèåíòèðîâàííîé âåðøèíå 240 â ÿ÷åéêå
240.

Òàê êàê ïîäãðóïïà H ≤ G ñîäåðæèò âñå òðàíñïîçèöèè âåðøèí âèäà τ8, òî îðáèòà ýëåìåí-
òà g3 ïîä äåéñòâèåì H ñîïðÿæåíèÿìè ñîäåðæèò âñå 7 ýëåìåíòîâ, îðèåíòèðóþùèõ âåðøèííûå
ïàðû ñîäåðæàùèå âåðøèíó 543, â "ñâîèõ" ÿ÷åéêàõ, è çàäàþùèõ âåðøèíå 543 îðèåíòàöèþ
1 ∈ Z3 â ÿ÷åéêå 543. Ýòè 7 ýëåìåíòîâ, óæå íåïîñðåäñòâåííî, ïîðîæäàþò âñåâîçìîæíûå îðè-
åíòàöèè âåðøèí. Òî÷íåå ñêàçàòü, ìû ìîæåì ïðèäàòü ëþáûì "óãîäíûì" íàì 7 âåðøèíàì
ëþáóþ "óãîäíóþ" íàì îðèåíòàöèþ. Ëèøü îñòàâëåííàÿ íàìè 8-àÿ âåðøèíà áóäåò èìåòü óæå
âûíóæäåííóþ, îïðåäåë¼ííóþ íàøèì âûáîðîì îðèåíòàöèè, îðèåíòàöèþ.

Òàê êàê äâå ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííûå îðáèòîé ð¼áåðíîãî g2 è îðáèòîé âåðøèííîãî g3,
ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåñêàþòñÿ òðèâèàëüíî, à îðáèòû g2 è g3, â ñâîåé ñîâîêóïíîñòè, ñîäåðæàò
âñå ïîðîæäàþùèå ïîäãðóïïû N , ìû ìîæåì ñ÷èòàòü òåîðåìó (3.2) äîêàçàííîé. �

3.3 Ñòðóêòóðà ãðóïïû Ðóáèêà G

Tåîðåìà 3.3 Ãðóïïà Ðóáèêà G èçîìîðôíà ãðóïïå (Z11
2 × Z7

3)o ((A12 × A8)o Z2).

Äîêàçàòåëüñòâî Âñÿ ðàáîòà, íåîáõîäèìàÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé èòîãîâîé òåîðåìû,
óæå áûëà ïðîäåëàíà íàìè. Ìû âûäåëèëè äâå ãðóïïû � H = (A12 × A8)o Z2 è N = Z11

2 × Z7
3;

è äîêàçàëè, ÷òî N E G (òåîðåìà (3.2)) è ÷òî H ≤ G (òåîðåìà (3.1)). Íàì òàêæå èçâåñòíî,
÷òî ïåðåñå÷åíèå N ∩H åñòü òðèâèàëüíàÿ ïîäãðóïïà G � ïîäãðóïïà G, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî
åäèíñòâåííîãî åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà, è ÷òî N oH ïîðîæäàåò ãðóïïó G. Ìû âïðàâå ïèñàòü

G = (Z11
2 × Z7

3)o ((A12 × A8)o Z2),

è ñ÷èòàòü òåîðåìó (3.3) äîêàçàííîé. �

7Ïî-âèäèìîìó, ýòî åäèíñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èâøåå èìÿ Ðóáèêà � èìÿ ñàìîãî èçîáðåòàòåëÿ êó-
áèêà Ðóáèêà.
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4 Çàêëþ÷åíèå

4.1 Òðè ýëåìåíòà, ïîðîæäàþùèõ ãðóïïó Ðóáèêà

Èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà "Ãðóïïà Ðóáèêà G" ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ãðóïïà Ðóáèêà
ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè � h2, h7, h11, g2 è g3. Çíàÿ ñòðóêòóðó ãðóïïû Ðóáèêà, ìû äàëåå
âûâîäèì ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

À ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà Ðóáèêà ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ ýëåìåíòàìè � h2, h7g2 è h11g3.

4.2 Ýëåìåíò ãðóïïû Ðóáèêà ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà

Ìàêñèìàëüíûì ïîðÿäêîì ýëåìåíòà ãðóïïû Ðóáèêà G ÿâëÿåòñÿ 1260 = 6 · 210 = 22 · 32 · 5 · 7.
Îáîçíà÷èì òàêîé ýëåìåíò êàê g1260. Ïðîåêöèåé ýëåìåíòà g1260 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò π(g1260) ãðóï-
ïû π(G) ïîðÿäêà 210 = 2 ·3 ·5 ·7, ïðè÷¼ì π(g1260) "îáÿçàí" ñîäåðæàòü ð¼áåðíóþ òðàíñïîçèöèþ
è âåðøèííûé 3-öèêë. Òàêèì îáðàçîì, π(g1260) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íåçàâèñèìûõ äâóõ ð¼-
áåðíûõ òðàíñïîçèöèé, ð¼áåðíîãî öèêëà äëèíîé 7 è äâóõ âåðøèííûõ öèêëîâ äëèíîé 3 è 5.
Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ýëåìåíòà g1260, íàéäåííîãî ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ Ä. Áàòëåðîì:

g1260 = 1110035553.

Óêàçàííûé ýëåìåíò g1260 ïåðåâîäèò íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ

(01 12 20 23 34 42 45 50 04 53 31 15 012 234 450 531 240 105 321 543)

â ïîçèöèþ

(04 13 50 53 51 42 02 01 21 23 45 34 045 321 024 213 012 354 234 315),

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîèçâåäåíèþ öèêëîâ:

(105 354 531 213 342 510 435 153 321 234 051 543 315 132 423)(012 240 504 201 024 450 120 402 045)
(01 50 20 54 13 12 40 10 05 02 45 31 21 04)(15 43 51 34)(23 53).

Â æóðíàëå Íàóêà è Æèçíü, � 10, 1985 ãîäà, È.Ç. Àòíàáàåâ ñîîáùèë, ÷òî íàø¼ë âðó÷íóþ,
áåç ÝÂÌ, äðóãîé ýëåìåíò. Íàçîâ¼ì åãî g210.

g210 = 111042.

Ê ñîæàëåíèþ, åãî ïðèìåð îêàçàëñÿ îøèáî÷íûì. Ýëåìåíò g210 íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïî-
ðÿäêà 1260, à ýëåìåíòîì ïîðÿäêà 210. Âåðü èëè ïðîâåðü.
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Îáîçíà÷åíèÿ

:= îïðåäåëåíèå (åñëè A îïðåäåëÿåò B, òî áóäåì ïèñàòü B := A èëè A =: B �
äâîåòî÷èå ñî ñòîðîíû îïðåäåëÿåìîãî);

A×B ïðÿìîå, òî åñòü äåêàðòîâî, ïðîèçâåäåíèå A è B;

A ∩B ïåðåñå÷åíèå A è B, òî åñòü ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ è â A, è â B;

σ ∈ A σ � ýëåìåíò, ñîäåðæàùèéñÿ â A;

|A| ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A, òî åñòü ÷èñëî åãî ýëåìåíòîâ (âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ
íàìè ñëó÷àÿõ ýòî ÷èñëî êîíå÷íîå);

N ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

Zn ãðóïïà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n, n � íàòóðàëüíîå;

Sn ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê n ñèìâîëîâ, n � íàòóðàëüíîå;

An ïîäãðóïïà ÷¼òíûõ ïåðåñòàíîâîê ãðóïïû Sn;

(i1i2 . . . ik) k-öèêë, òî åñòü öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà ñèìâîëîâ: ij 7→ ij+1, 1 ≤ j ≤ k − 1, è
ik 7→ i1;

en åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû Sn, òî åñòü å¼ òðèâèàëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà, ôèêñèðó-
þùàÿ âñå n ñèìâîëîâ;

τn îñîáàÿ òðàíñïîçèöèÿ � òðàíñïîçèöèÿ âèäà (i ·) ∈ Sn, 1 ≤ i ≤ n, i � ôèêñèðîâàí,
òî åñòü òðàíñïîçèöèÿ, ïåðåñòàâëÿþùàÿ çàäàííûé ñèìâîë i ñ äðóãèì ñèìâîëîì
(ïåðåñòàíîâêà (i i) íå çàïðåùàåòñÿ, òî åñòü òðèâèàëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà en ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðåñòàíîâêîé âèäà τn, êàêîâûì áû íè áûë çàäàí ñèìâîë i);

P (n) ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ñóììû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë � îíî æå ÷èñëî êëàññîâ
ñîïðÿæ¼ííîñòè ãðóïïû Sn;

Pk(n) ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ñóììû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ìåíüøèõ k, k �
íàòóðàëüíîå;

[G : H] èíäåêñ ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G (H, ðàçóìååòñÿ, íå îáÿçàíà áûòü íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G);

Ker(π) ÿäðî îòîáðàæåíèÿ π, òî åñòü ïðîîáðàç åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà îòîáðàæåíèÿ π;

H ≤ G H � ïîäãðóïïà (íå îáÿçàòåëüíî ñîáñòâåííàÿ) ãðóïïû G;

N E G N � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G;

G/N ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû G, ôàêòîðèçîâàííîé ïî å¼ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå N ;

N oH ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï N è H, ïðè òîì, ÷òî N E N oH;

� äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.


